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ANALYSE ALGEBRIQUE D’UN PROBLEME DE
DIRICHLET NON LINEAIRE ET SINGULIER

J.-A. MARTI — S. P. NUIRO

ABSTRACT. La structure algébrique d’un anneau quotient et la structure
topologique d’une algebre semi-normée permettent de construire une classe
d’algebres de fonctions généralisées adaptée a la résolution d’un probléme
de Dirichlet non linéaire & données irrégulieres.

The algebraic structure of a factor ring and the topological structure
of a semi-normed algebra permit the construction of many algebras of gen-
eralized functions. Some of them are well suitable to solve a non linear
Dirichlet problem with irregular data.

1. Introduction

Si € est un faisceau d’algebres sur un espace topologique X, les faisceaux de
(C, Ep)-algebres [7] décrivent les deux structures fondamentales de la plupart des
algebres de fonctions généralisées. La premiere est la structure algébrique d’un
anneau quotient C de nombres généralisés possédant une certaine propriété de
stabilité. La seconde est, pour chaque ouvert 2 de X, la structure topologique
de T'algebre Ep()(2) = Ep, semi-normée par la famille PB(2) = P. On notera
Ac. g, une telle (C, Ep)-algebre de fonctions généralisées. En particularisant C et
Ep on retrouve les algeébres de Goursat [8] et les algebres associées & une échelle
asymptotique [4], ces deux types d’algebres généralisant elles-mémes les points
de vue classiques [3], [5] recensés par exemple dans [9]. On retrouve aussi les
constructions proposées dans [1]. Mais l'intérét du concept des (C, Ep)-algebres
est plutot de pouvoir fournir un cadre bien adapté a poser et a résoudre une
grande variété de problemes différentiels.
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Ainsi, suivant une idée développée dans [4], ’étude de 'extension d’une ap-
plication de Ep dans Fg en une application de A¢ Ep dans Ap r, permet-elle
de résoudre certains probléemes différentiels non linéaires & données irréguliéres.
C’est ce dernier point de vue qu’on va développer ici et appliquer a la résolution
d’un probleme de Dirichlet.

2. Les (C, Ep)-algebres de fonctions généralisées

2.1. Le contexte mathématique. On pose d’abord K = R ou C et on
considéere un sous-anneau A de Panneau K/, et on pose:

AT ={(u.). € A, Ve :u. € Ry},

On suppose maintenant que A est stable par majoration, c’est-a-dire que
pour tout (s.). € K%, la propriété:

I(re). € AT, Ve |sc| <.

entraine qu’on a aussi (s¢). € A.

On se donne également un idéal Iy de A, stable par majoration lui aussi,
et on note C Panneau quotient A/I4 de nombres généralisés.

Ep est une algebre topologique sur le corps K associée a la famille filtrante
de semi-normes P =(p;);es vérifiant:

viel, 3(j(i). k(i) € I?, 3C e RL:pi(fg) < Cpigiy(Fpry(9)-
On pose alors:

(ue)e € E®V Vi€ I, (pi(u.)). € AT},

HA(EP) Ue
ue). € BN Vie I, (pi(ue))- € IS}

={
Tia(Ep) ={(

On peut remarquer que A' n’est pas un sous-anneau de A mais que I'addition
et la multiplication y restent stables. Il en est de méme pour 1 X. En vue d’obtenir
lidentification annoncée au (iii) de la proposition ci-dessous, on suppose enfin
que ’ensemble

AT = {(|us|)s € R]O’l]a (us)s € A}
est un sous-ensemble de AT stable par addition et multiplication, et qu’il en est
de méme pour I’ relativement & I}, avec des notations évidentes.

PRrROPOSITION 1. Sous les hypothéses ci-dessus on a:
(i) Ha(Ep) est une sous-algébre de B0,
(ii) Jr,(Ep) est un idéal de Ha(Ep),

(iii) I'anneau quotient H(K.)/J1,(K.|) nest autre que l’anneau quotient
C=A/l4.
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PREUVE. La démonstration de la stabilité de l'addition dans Ha(Ep) ou
dans J;, (Ep) se fait sans difficulté grace a la propriété de stabilité par ma-
joration. Celle de la multiplication utilise en outre ’estimation concernant la
semi-norme d’un produit. Pour la troisieme propriété, il suffit de vérifier que
I'anneau H4 (K. |) (resp. I'idéal Jr,(K|.|) ) s’identifie & A (resp. a I4). O

DEFINITION 2. On appelle algebre de fonctions généralisées de type (C, Ep)
ou (C, Ep)-algebre toute algebre quotient A¢ g, = Ha(Ep)/Jr,(Ep). Son an-
neau de constantes généralisées est I'anneau Ha(K|.|)/Jr, (K|.|) par définition,
et s’identifie donc & C = A/14.

2.2. Exemples. (a) Algebres de Goursat. Utilisées dans la résolution du
probléme de Goursat non linéaire & données irrégulieres [8], les algebres de Gour-

sat sont définies comme:
Ac(R?) = Ac g, avec E = C®(R?) et P =(pK.a) (k.a)ekxnd,
K étant I’ensemble des compacts de R?, avec, pour f € C(R%):

Pi.a(f) = sup|0®f(x)].

rzeK

(b) Algebres asymptotiques. Dans [4], A. Delcroix définit une échelle asymp-
totique a reliée a une algebre dénombrablement semi-normée H, a partir de
laquelle il construit une algebre Xps o(H) d’éléments & “croissance a-modérée”
et un idéal N, (H) d’éléments & “décroissance a-rapide”. Les algebres asympto-
tiques sont alors définies comme:

Go(H) = Ac mp avec C = Xp1,4(C) /N, (C)

(c) Algebres de Sobolev. Soit Q un ouvert borné de R%, ot d € N*. On pose
E = S™P(Q) = WmHLP(Q)NW™°(Q), avec p € [1;00], m €N et P =(pmp.0),
avec, pour f € E,
Pmp,(f) = [l fllwme @) + | fllwm+ir@)-

Les algebres de Sobolev sont définies comme:
As(Q) =Ha(Ep)/T1.(Ep)

ou C est a choisir. Ces algebres peuvent servir lors de la résolution de problemes
(non linéaires) pour lesquels on ne saurait pas montrer que la solution est une
fonction indéfiniment dérivable lorsque les données le sont. C’est le cas du
probléeme suivant o1 on cherche a résoudre:

—~AG(u) +u® = f dans Q,
u=g sur 012,

ol G est une fonction dérivable croissante et injective.
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2.3. Extension d’une application. Si ® est une application de 'algebre
semi-normée Ep dans l'algebre semi-normée Fg o P =(p;)icr et Q =(¢;)jes
on peut chercher & étendre ® en une application de A¢ g, dans Ap g, avec
C =A/I4 et D=B/Ig ou B et I ont les mémes propriétés respectives que A et
I4. Et on y réussit sous les hypotheses du résultat suivant:

THEOREME 3. On suppose:

(i) ACBetlyClIp.

(ii) Pour tout j € J il existe un indice i(j) € I, un entier m(j) et un
polynome W, ;) d’une variable, de degré m(j) et a coefficients dans R,
tels que

Vz € B, ¢;(2(2)) < V() (pigs)(2))-

(iii) Pour tout j € J il existe un couple d’indices (i(§),k(j)) € I x I, un
couple d’entiers (m(j),1(j)), et deuzx polyndmes d’une variable d coef-
ficients dans Ry: Z,,., de degré m(j), et Oy, de degré I(j) avec
©(jy(0) =0, tels que:

Va,§ € B, q;j(®(x+ &) — (x)) < iy (Pi) (2))O105) (Pr(5) (£))-

Alors, Uapplication ® de Ep dans Fg s’étend en une application D de Ac.Ep
dans Ap. r,-

PREUVE. Soit U = cl(u.). € Ac.p,. Nous définirons ®(U) comme la classe
de (®(ue))e. Il faut donc légitimer cette définition. D’abord, il faut montrer que
si (ug)cest dans Ha(Ep), alors (P(ue))e est dans Hp(Fg). Ceci résulte de ce
que pour chaque i € I, (p;(ue))e est dans AT et il en est donc de méme pour
(Vo) (Pi(s) (ue)))e. Donc la famille (g;(®(ue)))e, dont les éléments sont majorés
pour tout € par ceux d’une famille de A, est elle méme dans A, et méme dans
AT, donc dans BT.

Ensuite, il faut montrer que si (ic ). est dans Jr, (Ep), alors, la famille (®(uc+
ic) — ®(ue))e est dans Jy, (Fg). La encore, comme pour chaque (i, k) € I x I,
(pi(uc))e est dans A% (resp. (pi(ic))e est dans I}), il en est de méme pour
(B (Pics) ()))e (resp. pour (B4 (pi(yy(i)))e). Done, Ta famille (q;(P(ue +
ic) — ®(uc)))e, dont les éléments sont majorés par ceux d’une famille de I}, est
elle méme dans I4, et méme dans IZ, donc finalement dans IE. O

3. Application a la résolution d’un probléeme
de Dirichlet non linéaire 4 données trés irréguliéres

On consideére le probleme suivant
—AU+6(-,U)=F dansQ,
U=dG sur 012,
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ou F et G sont des fonctions généralisées, qui peuvent étre entre autres des
(images de) distributions. On suppose que:

(Hy) Q est un ouvert borné de R & frontiere de classe C*°,

(Hz) @ est une fonction appartenant & I'espace C*° (2 x R) & valeurs réelles,

(H3) pour tout x € Q, la fonction ¢ — 6(x,t) est croissante et bijective,

(Hy) pour tout multi-indice o € N9+1 il existe un entier ¢, € N et une
fonction k, € C*®(Q) telle que

V(z,t) € @ x R, [8°0(x,)| < ralz)(1+ [t])%.

EXEMPLE 4. Les hypotheses sur la fonction € nous autorisent & choisir, par
exemple, les fonctions:
43
O(x,t) =v(x)t® ou O(x,t) = v(m)m,
ot v € C*®(€Q) est positive.

Précisons le cadre fonctionnel choisi.

On considére A un sous anneau quelconque de I'anneau RI% et T4 un idéal
de A, tous deux stables par majoration. On a donc défini C I’anneau quotient
A/I, de nombres généralisées. On considére aussi:

(1) (C>(f2))g l'algebre topologique sur R associée a la famille de semi-
normes Q = (¢ )meN avec
Vw € C®(Q), gqm(w) = [wllem @ = sup sup [0%w(z)|.
lal<m zeQ
(2) (C=(092))r T'algebre topologique sur R associée a la famille de semi-
normes R = (7, )men avec
Vi € CR(09), (W) = lwllenon) = sup sup [9%w(@)].
|| <m £

On a donc ainsi défini les algebres de fonctions généralisées AC,(COO(ﬁ))Q et
Ac,c=(02)r -

La recherche d’une solution dans une algebre de fonctions généralisées, a
laide du théoréme d’extension (Théoreme 3) nous conduit & commencer par
I’étude d’une classe de problemes réguliers.

3.1. Le probléme de Dirichlet non linéaire dans le cadre C*.

PROPOSITION 5. Si les fonctions f et g vérifient f € C*(Q) et g € C*(90Q)
alors il existe une, et une seule, fonction u, élément de lespace de C*(Q), telle
que

(1)

—Au+0(-,u)=f dansQ,
u=g sur 082,
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PREUVE. La démonstration se fait en 4 étapes.

(A) Unicité de la solution dans I'espace de Sobolev H*(£2). La méthode est
classique; il suffit pour cela de considérer deux éventuelles solutions u; et wus
de (1), qui vérifient donc de fait, pour le choix de la fonction-test v = u; —uy €
H}(Q), Pinégalité suivante

o = el = [ [V =)o

= —/(9(x7u1) —0(z,u2))(ug —ug)dx <0,
Q

puisque l'application ¢ — 6(x,t) est croissante uniformément par rapport & = €
Q. Ainsi obtient-on 1'unicité annoncée.

(B) Principe du maximum. On démontre que si u € H'(£2) est solution de
(1), alors:

m<u<M p.p.dans €,
ol
m = min(inf g, inf 07 (-, f)) et M = max(supg,supd'(-, f)),
2077 Q a0 . a

ce qui signifie que u est élément de I'espace de Sobolev L>(€2).

En effet, comme (u — M)™ € H}(Q), alors on dispose, via la formule de
Green, de I'inégalité suivante:

/Vu.V[(u—M)"‘]d:v—&-/(9(~,u)—9(~7M))(u—M)+dx
Q Q

:/Q(f—e(-,M))(u—M)wxgo.

Puisque 0 est croissante, alors

[0t =00 Ay =0 dr >0,
Q
et donc
/ Vu.V[(u—M)")dr = / IV[(u— M)T])?dz < 0.
Q Q
Il s’ensuit que
(u—M)T =0 dans H}(Q),
d’ot1, on déduit que
uw<M p.p.dans €.

Par une méthode analogue, on démontre que
m <wu p.p. dans .

(C) Existence d'une solution dans I'espace de Sobolev H!(£2). Ce résultat
d’existence est obtenu a l'aide d’une méthode de point fixe utilisant la ver-
sion du théoreme de Schauder—Tychonoff relative a une application faiblement
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séquentiellement continue dans un espace de Banach réflexif et séparable ([6,
p. 30], [10]).

On commence par considérer wg € H*(£2), I'unique solution du probléme de
Dirichlet linéaire suivant:

—Awg = f dans ,
wo =g sur 012,

et la famille de problemes de Dirichlet linéaires de formulations variationnelles

suivantes:
Pour h € H} (), trouver wy, € HE () telle que Vv € HE (D),
2
@) Vw, . Vodr = —/ Bz, wo + h)vdx,
Q

Q

ou dx désigne la mesure de Lebesgue sur Q et pour z € , la fonction S(z, -)
est définie par:

O(x,m) sit<m,
VieR, B(z,t)=1 0(x,t) sitée[m,M],
0(x, M) sit> M,

avec m et M définies a I’étape (B).

L’existence et I'unicité des fonctions wg et wy, sont assurées par les théore-
mes classiques sur les problemes de Dirichlet linéaires [2]. De plus, pour le choix
loisible de la fonction-test v = wy, dans la formulation variationnelle précédente
(2), on obtient I'inégalité d’énergie suivante:

Junlgo = [ [VonPdz <pl@)  sup |Gt = R
Q (z,t)EQX[m,M]

ol p(Q) est une constante positive dépendant seulement de 2. Cette inégalité
montre que 'application

IT: HY(Q) — H(Q), h ~ wp,

laisse invariant la boule fermée B(0, R) de centre 0 et de rayon R de l'espace de
Hilbert séparable Hg(€2). Pour conclure, il faut montrer que pour toute suite
{hn} de B(0, R) convergeant faiblement vers h, lorsque n tend vers oo, la suite
{II(h,)} converge faiblement vers II(h). Considérons donc une suite {h,} de
B(0, R) convergeant faiblement vers h, lorsque n tend vers oo. Puisque la suite
{II(h,)} est borné on peut en extraire une sous-suite, encore notée {II(h,)},
telle que:

(h,) — x dans H(9) faible.
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Puisque I'injection de HE () dans L?(2) est compacte, on peut supposer, apres
une nouvelle extraction, que

I(hy,) — x dans L?*(Q) fort, h, — h dans L*(Q) fort et p.p. dans €.

Utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on vérifie aisément
que
B(-,wo + hyn) — B(-,wo + h) dans L*(Q) fort.

Dés lors, passant & la limite, lorsque n tend vers oo, dans 1’équation (2) relative
& hy, on en déduit que x = II(h). D’apres la propriété d’unicité, (toute) la suite
{II(hy)} converge faiblement vers IT1(h) dans Hg (£2). D’ot Pexistence d'un point
fixe de I dans B(0, R), c’est-a-dire d'une fonction w, élément de HE(Q), telle
que w = II(w). On en déduit que T = wy + w élément de H'(Q2), et méme de
H?(Q) d’apres ([2] pp. 181-182), vérifie le systéme

—Au+((-,u)=f dansQ,

u=g sur OS2,
Par une démonstration analogue & celle faite pour le principe du maximum
(étape (B)), on démontre que

m<u<M p.p.dans ,
en remarquant que

6(7M) :0(7M) et ﬂ(am) :9(,771)

Aussi peut-on affirmer que

6(7ﬂ):0(7ﬂ) p-p. dans Qa

donc que, @ vérifie le systéme (1), et, par suite que, @ = u.
(D) Appartenance & I'espace C*°(€2) de la solution. Tout d’abord, on rappelle
les définitions suivantes, pour p € [1,00[ et m € N:

Ve WD), ollfnre = X [ 0%l d,

lo|<m

Ve € W), wllymsp = S /Em|8aw|1>da,

laf<m

ou do désigne la mesure superficielle sur 0f) induite par la mesure de Lebesgue.
On peut affirmer (cf. [2], p. 197) que, pour tout entier naturel m,

ullwm+2.a+1 ) < CEOOLSf =00, w)lwmarrq) + [gllwmez-1/@n.ar190) }s

sous reserve que 0(-,u) € W™aHL(Q), qui induit I'inégalité suivante

3) [ellgmer @y < CEOLNS = 0(- s w)llem @) + llgllemsron -
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Cette derniere inégalité étant obtenue & ’aide des injections canoniques continues
suivantes

vp € [1,00[, C™(Q) = W™P(Q) — C*(Q),
ol k désigne la partie entiere du nombre (m — d/p) (cf. [2], p. 169).

Puique 3(-,u) € L>®(Q) et Q borné, on peut affirmer (cf. [2], p. 197) que
up, € W241(Q) indépendamment de h, donc que u € W24t1(Q) et, par suite,
que u € C1(Q).

D’autre part, comme § € C®(Q x R) alors 6(-,u) € C™(2) dés lors que
u€C™(Q).

Gréce & ces derniéres remarques, 1'inégalité (3) permet alors de montrer par
récurrence que la fonction u est élément de I'espace C*°(Q). O

3.2. Le probléeme de Dirichlet généralisé. Nous commengons par énon-

cer les deux lemmes suivants.

LEMME 6. Pour tout n € N, il existe un couple d’entiers naturels (m(n),
k(n)) et un polynome Wy, de degré k(n) a une variable, tels que

(4) V(fa g) € Coo(ﬁ) X Coo<aQ)7 Qn(u(f,g)) < \pk(n) (Sup{Qm(n) (f)a T'm(n) (g)})a

PrREUVE. Il suffit de reprendre 'inégalité (3) qui induit la suivante

lugr,gllem+r@ < CEOfllem@) + 100w ) llem@) + lgllem+1a0)}

valable pour tout entier naturel m. Cette inégalité induit a son tour, par
récurrence sur m jusqu’a m+1 = n, le résultat annoncé, ’hypotheése de récurrence
étant la suivante

lu(s,g)llcm (@) vérifie la propriété (4).
En utilisant ’hypotheése (Hy) et 'hypotheése de récurrence, on peut affirmer que

100, ucr,g)
de dérivation v € N? de longueur inférieur ou égal & m, 0"0( -, u(s,q)) est une

cm (@) vérifie une propriété du type (4). En effet, pour tout ordre

expression polynomiale de degré inférieur ou égal & m, en fonction des dérivées
partielles de u(y ) d’ordre inférieur ou égal a m. Les “coefficients” de cette
expression polynomiale sont des dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a m
de la fonction (z,t) ~~ 0(x,t) évaluée en (z,u (s 4)(x)). O

LEMME 7. Pour toutn € N, il existe un quadruplet d’entiers naturels (m(n),
h(n),k(n),l(n)) et deuzx polynomes, a une variable, Zy ) de degré h(n) et Oy,

de degré l(n) verifiant ©;(,)(0) = 0, tels que ¥(f, g) € C>(Q2)xC>(09), ¥(p,7) €
C>®(Q) x C>=(09),

Un(U(f+p,g+7) ~ U(f.g))
< s S ) (SUP{Gm(n) () Trn(n) (9) 1) Oty (SUP{ k() (#) Th(m) (1) })-
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PREUVE. La fonction v, définie par

V= U(ftp,g+y) ~ Ulf.g)s

est, par différence, solution du probleme
(5) —AY+0(- s ugrg) + ) —0(- u(rg) =@ dans Q,

Yv=r sur 0f.
En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction 8, on obtient
I’égalité suivante

G(ZIJ, U(f,9) ($) =+ t) - 9(33, U(f,9) (JC)) = (Su(%, t)a
ou
90
Ou(z,t) = t/ — (@, ugs,g) () + st) ds.
0 8t 7'

On voit que v est solution d’un probléme de Dirichlet du type (1), avec d,
jouant le role de 6. On peut alors affirmer, comme pour (3), que, pour tout
entier naturel m

¥

En utilisant une méthode analogue a celle de la démonstration précédente, on

ensiy < COOLClen g + Wlemss o) + 18-, 0 lem -

obtient le résultat annoncé. O
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat d’existence et d’unicité suivant
THEOREME 8. Si les fonctions F' et G vérifient

F e ‘AC,COO(ﬁ)p et G € AC,C“’((’)Q)Q

alors il existe une, et une seule, fonction généralisée U = cl(u.)., élément de

lespace de A coe (@) telle que

- { AU +0(-,U) = cl(=Aue +0(-,uc))e = F  dans Ag oo () s

Ulaq = cl(. uelon): = G dans Ac ¢ (99)o
PREUVE. On considere 'application
@1 (C*(@))o x (C(O)r — C*(@))o
(f,9) ~ ur.g)

ol uy 4 désigne la solution du probleme (1). Pour obtenir le résultat annoncé, il
suffit de se référer aux Lemmes 6 et 7. Pour conclure, on applique le Théoréme 3,
en remarquant que si

(F7 G) = Cl(fsygs)a € (Coo(ﬁ))Q X (COO([)Q))R’

alors, en posant u. = ®(f, g.), la fonction généralisée cl(u.). = U vérifie (6). O
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REMARQUE 9. Soulignons la possibilité de résoudre le probleme de Dirich-

let avec des données tres irrégulieres, comme des puissances des images dans

A coo(@)p O Ac c>(90)o de mesures de Dirac en des points de 2 ou de 0f2.

(4]

[5]

[6]

[9]

(10]
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