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Zarys tres$ci. W artykule dyskutuje si¢ metody wyznaczania prognoz falkowych
na podstawie szeregéw jednowymiarowych oraz proponuje nowe rozwigzanie w tym
zakresie, oparte na nieparametrycznej estymacji losowego sygnatu metoda wyrow-
nywania falkowego. Podejscie to jest falkowym odpowiednikiem metody wyréowny-
wania wyktadniczego, bedac jednak rozwigzaniem znacznie bardziej uniwersalnym
przy niewiele wigkszej ztozonos$ci obliczeniowej. Badanie empiryczne wykonane
na podstawie 17 szeregéw czasowych z bazy M3-IJF-Competition dostarcza bardzo
obiecujacych wynikéw, ktore potwierdzaja przydatnos¢ proponowanego rozwigzania.

Stowa kluczowe: prognozy falkowe, nieparametryczna estymacja sygnatow,
przeskalowywanie falkowe.

WSTEP

Analiza czasowo-skalowa (falkowa) jest rodzajem analizy czestotliwosciowej
pozwalajacym efektywnie bada¢ zmienne w czasie charakterystyki spektral-
nej proceséw. Chociaz nie jest ona technika prognostyczng per se, jej cechy
wyrozniajace, takie jak dekompozycja proceséw wedtug pasm czestosci, do-

* Praca finansowana z grantu MNiSW nr N N111 285135.
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bre wlasnosci lokalizacyjne w czasie, efektywno$¢ obliczeniowa i wzgledna
prostota metodyczna nasuwaja przypuszczenie, ze moze by¢ ona uzyteczna
w prognozowaniu ekonomicznych szeregdw czasowych, szczegodlnie szere-
gow charakteryzujacych si¢ niestacjonarnoscia, przejawiajacych kréotkookre-
sowe oscylacje o zmiennej amplitudzie, dla ktorych ogniwa poprzedzajace
w tancuchach przyczynowych zalezg od skali czasu (horyzontu decyzyjnego).
Z teoretycznego punktu widzenia falki powinny — z jednej strony — umozli-
wia¢ doktadniejsza analize przez specyfikacje osobnych zaleznosci wedlug
pasm czestosci, a nastepnie konstruowanie prognoz oryginalnych szeregéw
W postaci agregatow prognoz wyznaczonych dla poszczegdlnych komponen-
tow proceséw (skal czasu), z drugiej za§ — upraszczac analizg przez prze-
ksztatcenie szeregu do postaci, dla ktérej moze by¢ tatwiej dobra¢ odpowiedni
predyktor. W tym drugim przypadku zaktada si¢, ze dekompozycja falkowa
upraszcza strukture procesow, czynigc je tatwiejszymi w prognozowaniu (por.
Kaboudan, 2005). Nalezy jednak pamigta¢ o mozliwych wadach takiego po-
dejscia, wigzacych sie z wigksza iloScig parametrow podlegajacych estymacji
i arbitralnoscig wyboru falki czy poziomu dekompozycji.

Celem artykutu jest zaprezentowanie metod konstrukcji prognoz falko-
wych ograniczonych do przypadku prognoz konstruowanych na podstawie
szeregobw jednowymiarowych, ocena uzytecznosci predyktoréw falkowych
z punktu widzenia m.in. zastosowan logistycznych oraz propozycja nowe-
go rozwigzania w zakresie sposobu wykorzystania falek w prognozowaniu.
Proponowana metoda opiera si¢ na nieparametrycznej estymacji losowego
sygnatu z wykorzystaniem falkowej redukcji szumu, ktory to sygnat jest na-
stepnie prognozowany z uzyciem liniowych badz nieliniowych modeli typu
autoregresyjnego. W dotychczasowych pracach falkowe metody redukcji
szumu jako podstawe prognozowania zawegzano jedynie do tzw. falkowej
eliminacji progowej (ang. wavelet thresholding) — patrz Alrumaih, Al-Faw-
zan (2002), Ferbar, Creslovnik, Mojskerc, Rajgelj (2009), Schliiter, Deuschle
(2010). W artykule argumentuje sie, ze progowanie falkowe ma zastosowanie
jedynie w przypadku sygnatow deterministycznych, proponowane za$ tutaj
wyrownywanie falkowe zaktada implicite, ze badany sygnat ma charakter lo-
sowy 1 — wobec tego — jedynie przeskalowuje si¢ spektrum badanego procesu,
zwlaszcza w zakresie czestosci wysokich, a nie redukuje jego wartos¢ do zera.
Proponowang metod¢ prognozowania weryfikuje si¢ w oparciu o 17 szeregow
czasowych z bazy M3-IJF-Competition (patrz np. Makridakis, Hibon, 2000),
wskazujac na jej przewage nad klasycznym wyrownywaniem wyktadniczym,

btadzeniem przypadkowym czy liniowymi modelami autoregresji.
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1. DYSKRETNA ANALIZA FALKOWA

Analiza falkowa polega na dekompozycji szeregu na sktadowe bedace prze-
sunigtymi 1 przeskalowanymi wersjami pewnej funkcji w(x) zwanej falka
podstawowa, wycatkowujacej si¢ do zera i majacej jednostkowa energig.
Dekompozycja ta moze mie¢ rozny charakter w zaleznos$ci od rodzaju za-
stosowanej transformaty falkowej. W przypadku tzw. analizy dyskretnej
(DWT — ang. Discrete Wavelet Transform), ktora pojawia si¢ najczesciej
w zastosowaniach prognostycznych, efektem transformacji sg wspotczynniki
falkowe zdefiniowane dla oktaw czestosci, co skutkuje oszczedna reprezen-
tacjg danych. Ponadto rozwazanie wylacznie oktaw czestosci moze by¢ uza-
sadnione w przypadku analizy proceséw ekonomicznych, dla ktorych — jak
si¢ wydaje — postugiwanie si¢ przedziatami czestosci, a nie pojedynczymi
czesto$ciami nie powinno wigzaé¢ si¢ z nadmierng utratg informacji, co na-
stapi w szczegolnosci w przypadku procesow, ktorych dynamika zalezy od
diadycznej skali czasu.

Dyskretng transformate falkowa (dyskretnego) sygnatu f{x) definiuje si¢
nastgpujaco:

W, = feow,, (. (1)

gdziej= 1,2,..,J,t=0, 1, .., 277 —1, funkcje za$ v, (x) sa wersjami falki
podstawowej, przesunigtymi i przeskalowanymi na skali diadycznej, t.:

v (=27 yl2 x 1), @)
Falka podstawowa jest zwykle definiowana za pomoca tzw. funkcji skalu-

jacej, ¢(x). Splot odpowiednio przeskalowanej i przesunigtej funkcji skaluja-
cej z sygnatem dostarcza tzw. wspotczynnikow skalujacych postaci:

V=] f@8, @) dx G)

Te dwa rodzaje wspotczynnikow tworzag dekompozycje wyjsciowej funk-
cji postaci:

f(x)= ZVJ,t¢J,t(x)+ZWJ,t‘//J,t(x)+'"+ZWl,zl//1,z(x)

=S,(x)+D,(x)+D, [ (x)+---+ D, (x).

“4)
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Funckje S, (x) and D, (x) znane sg jako warto$ci wygladzone lub aproksy-
macje (ang. smooths) i detale (ang. details). Aproksymacje z najwyzszego po-
ziomu, S, (x), reprezentujg komponent niskoczestotliwo$ciowy procesu, pod-
czas gdy detale D, (x), D, (x), ..., D, (x) sa zwigzane z oscylacjami o okresach
z przedziatow 24, 4-8, ..., 2/-27*!. Dekompozycja postaci (4) okreslana jest
jako analiza wielorozdzielcza (ang. multiresolution analysis).

Rozwazmy wektor dlugoéci N =27 postaci x = (X Xp5 oer Xy ). WOW-
czas mozliwa jest maksymalnie J -poziomowa dekompozyqa szeregu, przy
czym liczby (konwencjonalnych) wspolczynnikow falkowych i skalujacych
z kazdego poziomu s3 nastepujace: V4,V ...,1. Natomiast tzw. maksy-
malnie nachodzaca (ang. maximal overlap) dyskretna transformata falkowa
(MODWT), zwana réwniez transformatg niezdziesigtkowang lub ciggto-dys-
kretna, dostarcza takiej samej liczby wspotczynnikow obu typow (odpowied-
nio I/IN/j ! I7j ;) nakazdym poziomie dekompozycji ze wzgledu na brak operacji
podprobkowania (decymacji), przy czym liczba ta wynosi N. Wspotczynniki
te po przeskalowaniu, ktore stuzy zachowaniu energii, dane sg nastgpujaco:

¢ Zf:o 7027 () -1-1mod N t=0, ""2J_j -1, ®)
2P, =3 X ey =0, N1 (6)
V./',t = ZZL:/; g./'ylx[zf(t+1)—1—l]modN » 1= 0’ ""2J_j -1 (7)
22y V., Z 'y & X pmeays =05, N1, (8)

gdzie {h e {g .+ sa odpowiednimi filtrami j — tego poziomu dekompozycji
dlugosm L, —(2f —1)(L—-1)+1 (patrz Percival, Walden, 2000, Rozdzial 4).
{h, |} jest ﬁltrem pasmowym z pasmem przenoszenia 1/2/*! < | f | <1/27,
natomiast {g, ,} Jest filtrem dolnoprzepustowym z czgstotliwoscia odcigeia
17271

Wspolezynniki falkowe i skalujace nie tworzg jeszcze wielorozdzielczej
dekompozycji procesu'. W celu przeprowadzenia analizy wielorozdzielczej
stosuje si¢ odpowiednie odwrotne przeksztalcenie falkowe, ktore prowadzi

! Wyjatkiem jest popularna w prognozowaniu falka Haara, ktorej wspotczynniki fal-
kowe tworza addytywng dekompozycj¢ wyjsciowego sygnatu.
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bezposrednio do addytywnej dekompozycji szeregu czasowego. Dekompozy-
cja ta moze by¢ wykonana z uzyciem zarowno konwencjonalnej, jak i ciggto-
-dyskretnej transformaty, dostarczajac za kazdym razem sktadowych o dtugo-
$ci identycznej z oryginalnym sygnatem. Problemem praktycznym, jaki si¢
tu pojawia, sa znieksztatcenia wspotczynnikow falkowych badz skalujacych
oraz detali 1 aproksymacji na krancach proby. Powoduje to konieczno$¢ usu-
wania odpowiednich wspotczynnikéw brzegowych i jest szczeg6lnie istotne
w przypadku sygnatéw niestacjonarnych.

W czesci trzeciej niniejszej pracy, gdzie prezentowane sg metody kon-
strukcji predyktorow falkowych, zwraca si¢ w szczeg6lnosci uwage na to,
jakie elementy analizy falkowej stanowig podstawe budowy prognoz: pod-
probkowane badz maksymalnie nachodzace wspotczynniki falkowe i skalujg-
ce czy tez odpowiednie detale i warto$ci wygladzone.

2. METODY KONSTRUKCIJI PROGNOZ FALKOWYCH

Wsréd metod konstrukeji prognoz falkowych z wykorzystaniem jednowymia-
rowych szeregow czasowych Schliiter i Deuschle (2010) wyrdzniaja cztery
nastgpujace:

— redukcja reprezentacji czasowo-czgstotliwosciowej (falkowa redukcja
szumu, ang. wavelet denoising) z wykorzystaniem techniki eliminacji
progowej migkkiej lub twardej;

— falkowe modele strukturalne szeregéw czasowych;

— prognozowanie w dziedzinie falkowej (prognozowanie wspotczynni-
kow falkowych);

— prognozowanie z wykorzystaniem lokalnie stacjonarnych modeli fal-
kowych.

W pierwszym z tych podej$¢ bazuje si¢ na obserwacji, ze biatoszumowy
sktadnik losowy w reprezentacji postaci ‘sygnat + szum’ w jednakowym stop-
niu znieksztatca wspotczynniki falkowe réznych pozioméw dekompozycji.
Dlatego dla wszystkich poziomoéw proponuje si¢ redukcje wspotczynnikow
co do wartosci bezwzglednej mniejszych od wybranej wielkosci progowe;.
Tak zmodyfikowane wspotczynniki transformuje si¢ nastepnie do dziedziny
czasu, uzyskujgc przeksztalcony sygnat wyjsciowy. Przeksztalcone wspot-
czynniki otrzymuje si¢, stosujac eliminacje progowa migkka lub twarda, przy
czym ta pierwsza dana jest nastepujgco:

Wy =Wy 1), (9a)



82 JoaNNA Bruzpa

za$ druga:

W, = sig(Wj’t)(JWj’t

- ﬂ)l{\wj,, ) (%b)

gdzie 1 jest przyjeta wartoScig progowa. Warto$¢ progu dyskryminacji moze
by¢ wyznaczana na podstawie charakterystyk calego szeregu (eliminacja
progowa globalna) lub adaptacyjnie (patrz Augustyniak, 2003)?, lecz w za-
stosowaniach prognostycznych spotyka sie, jak dotad, jedynie to pierwsze
podejscie, realizowane najczesciej w oparciu o tzw. prog uniwersalny i imple-
mentowane na bazie konwencjonalnej DWT.

W badaniu prezentowanym w pracy Schliitera i Deuschle (2010) okaza-
lo si¢, ze falkowa eliminacja progowa poprawia krotkookresowe prognozy
generowane z modeli ARMA i ARIMA. Wniosek ten otrzymano na podsta-
wie analizy cen ropy i kurséw walut. Podobne wnioski otrzymali Alrumaih,
Al-Fawzan (2002), analizujac notowania gietdowe. Interesujacym artykutem
jest praca Ferbara i in. (2009), w ktorej proponuje si¢ zastosowanie meto-
dy eliminacji progowej do prognozowania popytu w tancuchu dostaw. We-
dle moje wiedzy jest to pierwsza propozycja aplikacji prognoz falkowych do
optymalizacji kosztow w ramach tancucha dostaw. Z analizy symulacyjnej
prezentowanej w cytowanym opracowaniu wynika, ze prognozy falkowe
maja przewage nad wygtadzaniem wyktadniczym, ktore zostalo potraktowane
jako metoda benchmarkowa.

Druga metoda wyznaczania prognoz falkowych na podstawie szeregdw
jednowymiarowych polega na zastosowaniu analizy wielorozdzielczej w celu
dekompozycji szeregu, a nastepnie osobnym modelowaniu i prognozowaniu
sktadowych procesu. Ostateczna prognoza jest suma prognoz poszczegolnych
sktadnikow. Podejscie to zaproponowano w pracy Arino (1995), a stosowa-
ne bylto ono takze m.in. przez Wonga i in. (2003) i Fernandez (2008), przy
czym Arino i Fernandez rozwazaja osobne modelowanie dwu sktadowych
procesow, a Wong i in. dekomponujg szeregi na trzy czgsci. Na przyktad
w pracy Arino analizowano miesi¢czng sprzedaz samochodoéw w Hiszpanii,
przyjmujac skladnik trendowy postaci Y =S, + D, + D, + D; oraz sklad-
nik zawierajacy wahania sezonowe i komponent przypadkowy w postaci
Z =D, + D, + D, + D,. Dla kazdego z tak zdefiniowanych szeregéw dopaso-
wano nastepnie odpowiedni model (S)ARIMA.

2 Na temat roznych metod ustalania warto$ci progu dyskryminacji patrz np. Percival,
Walden (2000), Rozdziat X, Nason (2008), Rozdziat III.
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Trzecie podejscie do prognozowania jest stosowane m.in. w pracach Che-
naiin. (2004), Conejo i in. (2005), Renaud i in. (2002) oraz Minu i in. (2010).
Na przyktad w pierwszej ze wspomnianych prac opracowano oryginalng me-
tode prognostyczng WAW (skrot od ang. wavelet-armax-winters), w mysl
ktorej stosuje si¢ transformate MODWT w celu zdefiniowania komponentow
trendu, sezonowosci 1 wysokiej czestotliwosci, a nastepnie prognozuje osob-
no te sktadniki z wykorzystaniem metod takich jak wyréwnywanie wyktadni-
cze, modele harmoniczne i modele ARMA(X). Ostateczna prognoza powstaje
po zastosowaniu odwrotnego przeksztatcenia falkowego. Natomiast Renaud
iin. (2002) wprowadzaja modele MAR (ang. Multiscale Autoregression), de-
finiowane z wykorzystaniem wspotczynnikow konwencjonalnej DWT, prze-
prowadzanej z uzyciem falki Haara, Minu i in. (2010) za$ przeksztalcaja ten
model do postaci nieliniowej z zastosowaniem sieci neuronowych. W kazdym
z przypadkow zaktada si¢ implicite, ze wspotczynniki falkowe mozna opisac
z wykorzystaniem prostszych modeli niz dane oryginalne.

Czwarta z metod prognozowania falkowego, opracowana przez Fryzlewi-
czaiin. (2003), bazuje na pojeciu lokalnie stacjonarnych procesow falkowych
(patrz Nason, 2008, i znajdujace si¢ tam odwotania do literatury). W meto-
dzie tej stosuje si¢ predyktor typu autoregresyjnego o parametrach zmienia-
jacych si¢ w czasie, wyznaczanych przez falkowy odpowiednik réwnan Yule’
a—Walkera. Podstawa metody jest niezdziesigtkowana (maksymalnie nacho-
dzaca) dyskretna transformata falkowa, a wykorzystanie tej metody w prakty-
ce wymaga estymacji ewolucyjnego spektrum falkowego metoda skorygowa-
nego periodogramu falkowego.

Poréwnanie jako$ci réznych metod prognozowania falkowego na pod-
stawie jednowymiarowych rzeczywistych szeregéw czasowych prezentowa-
ne w pracy Schliitera i Deuschle (2010) wskazuje na przewage pierwszego
i trzeciego podejscia, ktdre sg w stanie wygenerowac prognozy lepsze od tych
uzyskanych metodami klasycznymi.

3. PROGNOZOWANIE Z WYKORZYSTANIEM
WYROWNY WANIA FALKOWEGO

Jak wspominano we wprowadzeniu, metoda prognozowania oparta na elimi-
nacji progowej zaklada, ze prognozowany proces jest suma deterministyczne-
go sygnatu i losowego szumu. Takie zatozenie skutkuje eliminacjg wysokich
czestotliwosci w szeregu, tj. w praktyce wspolczynniki falkowe z nizszych po-
ziomow dekompozycji (W szczego6lnosci z pierwszego poziomu) traktuje sie



84 JoaNNA Bruzpa

jako szum. Podejscie takie jest jednak niewlasciwe, jesli przyjmie si¢ zaloze-
nie o losowym charakterze sygnatu. Zalozenie o losowosci sygnatow jest pod-
stawg konstrukcji tzw. strukturalnych modeli szeregéw czasowych czy modeli
wyrownywania wyktadniczego i wydaje si¢ bardziej adekwatne w opisie pro-
cesow ekonomicznych, dla ktorych zwykle lepsze efekty w modelowaniu daje
przyjmowanie paradygmatu losowosci i ktorych ksztatt spektrum odbiega od
spektrow w reprezentacjach ‘funkcja deterministyczna + biaty szum’.
Zat6zmy, ze interesujacy nas proces jest generowany wedlug modelu:

Y,=X+n, (10)

gdzie 5, jest biatym szumem nieskorelowanym z X, dla wszystkich op6znien
i wyprzedzen. Cheac oszacowac sygnal X, rozwigzujemy nastgpujgcy pro-
blem:

A 12
EHX—X“ 5 min, (11)

gdzie Xi X sa wektorami (wierszowymi) dtugosci 7" odpowiednio — wartosci
sygnatu i jego ocen. Z wlasnosci przeksztatcenia falkowego otrzymujemy:

2

112 12 J N 2?7 - 2
E“X—X” :EHWX—WXH =N B - +E‘V].X—VjX (12)
Jj=1

gdzie weywt sa wektorami diugos’ci T wspolczynnikow klasycznej DWT

sygnatu i jego oceny, W VX W VX sg odpowiednimi wektorami dlugo-

sci T wspdlczynnikow MODWT J Jest za$ przyjetym poziomem dekompozy-

cji. Dalej zaktada si¢, ze analizowane wspoétczynniki falkowe majg $rednig 0,

co jest rownowazne zalozeniu, ze filtry falkowe maja wystarczajaca liczbe

zerowych momentoéw dla eliminacji komponentéw deterministycznych bada-

nego szeregu. Ponadto zaktada si¢ takze stacjonarnos¢ tych wspoétczynnikow.
W dalszej kolejnosci przyjmujemy estymator postaci’:

3

Propozycj¢ taka wysuwajg Percival i Walden (2000), s. 407, w odniesieniu do
wspotczynnikow konwencjonalnej transformaty falkowej. W niniejszej pracy koncen-
trujemy si¢ na wspotczynnikach transformaty niezdziesigtkowanej z kilku powodéw. Po
pierwsze, daja one dokladniejsze estymatory wariancji falkowej wykorzystywane dalej
W operacyjnej wersji proponowanego nieparametrycznego estymatora sygnatu. Po drugie,
transformata niezdziesigtkowana dziata na szeregach dowolnej dtugosci (niekoniecznie
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A

W.jx = a./WjY (13)
i rozwigzujemy zadanie:
A 2
E‘WJX_WJX > min, (14)
otrzymujac rozwigzanie postaci:
el 09

Clj—

E()
Nastepnie, korzystajac z faktu, ze VI7jy = ij + Vl7j” oraz z nieskorelowa-
nia elementow wektorow VIN//.X i VT/J 7, dostajemy:

s el

a. = =

Y T

Zauwazmy ponadto, ze z zaloZenia o bialoszumowsci 7f wynika, iz:

£, = B2

Jesli teraz przyjmiemy, ze wariancja falkowa szumu na pierwszym pozio-
mie dekompozycji (tj. dla skali 4)) dana jest nast¢pujgco:

o2 (A)=EWI ] =h-o2(2)=h-E(7 ] dapewnego h [0,1],

to ostatecznie otrzymujemy:

dlugosci bedacej potega liczby 2). Ponadto mozna wykazac¢, ze w przypadku stosowania
przeksztatcenia odwrotnego podejscie takie wigze si¢ z mniejszym bledem $redniokwa-
dratowym estymacji sygnatu (patrz Bruzda, 2011) niz pokazuje to formuta (12), opisujaca
odpowiedni btad wynikajacy z zastosowania transformaty zdziesigtkowanej. Dodatkowo,
oceny sygnatu uzyskane ta metoda nie zalezag od momentu czasu, w ktérym rozpoczynamy
wyznaczanie wspotczynnikéw falkowych, co wigze si¢ z niezmienniczo$cig transformaty
MODWT wzgledem przesuni¢¢ kotowych.
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S h or(4) |~
Wi ={1—F#/{)}Wf’ (16)
Y\

gdzie 0'3 (A )=EW ( )Z jest wariancja falkowa procesu Y, dla skali 7» =2/
G=12,...,J)). Skorzystanle ze wzoru (16) bedzie w praktyce wymagac za-
stapienia wariancji falkowych 4 ( ;) ich ocenami uzyskanymi na podstawie
wspotczynnikow MODWT.

Proponowang procedure falkowej nieparametrycznej estymacji sygnatlu
losowego nalezy uzupetni¢ dalszymi dwoma rozwigzaniami szczegdtowymi.
Po pierwsze, do tej pory nie dyskutowaliSmy jeszcze sposobu redukcji wspot-
czynnikéw skalujacych. W tym zakresie mozna zaproponowac albo pozosta-
wienie ich w niezmienionej postaci (por. Percival, Walden, 2000, s. 424), co
ma uzasadnienie w przypadku proces6w niestacjonarnych kowariancyjnie,
albo przeskalowanie odchylen tych wspotczynnikow od ich wartosci $red-
niej m, w sposob zgodny ze wzorem (17), tj. nastgpujgco:

P G ) | [pr ]

o=m+ - ( )2

co moze mie¢ praktyczne zastosowanie w przypadku procesow niestacjonar-
nych w $redniej oraz procesOw stacjonarnych.

Drugie uzupehienie procedury estymacji dotyczy sposobu uzyskania kon-
cowej oceny sygnatu. Z zasady ma tu zastosowanie odwrotne przeksztatcenie
falkowe, co rodzi jednak potrzebe ustalenia przeskalowanych wartosci wspot-
czynnikow takze poza proba estymacyjna, gdyz filtry odwrotnego przeksztat-
cenia falkowego sa symetrycznymi filtrami nieprzyczynowymi. W niniejszej
pracy proponuje si¢ wigc rozwigzanie dwojakiego rodzaju. Po pierwsze, przy
przyjeciu niskich pozioméw dekompozycji oraz filtrow falkowych i skaluja-
cych Haara zastosowanie ma prosta formuta postaci (patrz Bruzda, 2011):

)

X=V,+W, +.+W,. (18)

W szczegolnosci przy dekompozycji jednopoziomowej btad estymacji sy-
gnatlu zwiazany z estymatorem (18) jest dany wzorem (12), a przy wyzszych

4 Na temat wlasnosci DWT- i MODWT-estymatorow wariancji falkowej patrz np.
Percival, Walden (2000), Rozdziat VIII.
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poziomach jest od niego wickszy. Do oceny sygnatlu uzyskanej wzorem (18)
stosuje si¢ w etapie postestymacyjnym zatozone proste metody prognozowa-
nia (np. model biadzenia przypadkowego czy modele autoregresyjne). Nie-
watpliwa zaleta tego podejscia jest to, iz opiera si¢ ono w calosci na filtrach
przyczynowych i, jako takie, nie wymaga prognozowania wspotczynnikow
falkowych.

Drugie rozwigzanie polega natomiast na przeniesieniu catego procesu pro-
gnozowania do dziedziny falkowej, co wigze si¢ z wyznaczeniem osobnych
prognoz dla wspotczynnikow z réznych poziomoéw dekompozycji w horyzon-
cie obejmujacym zalozony na poczatku horyzont predykcji i powickszonym
o okres niezbedny dla przeprowadzenia transformaty odwrotnej. Podejscie to
nawigzuje wigc do zatozenia, w mysl ktorego wspotczynniki falkowe 1 wspot-
czynniki skalujace mozna prognozowac z uzyciem prostszych narzedzi niz
procesy oryginalne. W praktyce — ze wzgledu na problemy zwigzane z ko-
nieczno$cig ekstrapolacji proby juz na etapie estymacyjnym — zastosowanie
moga mie¢ krotkie filtry Daubechies. Warto natomiast podkresli¢, ze w zakre-
sie samej jedynie estymacji sygnatu btad sredniokwadratowy jest tutaj nizszy
od wartosci danej wzorem (12).

4. OCENA WLASNOSCI PREDYKTYWNYCH
PROPONOWANEGO NARZEDZIA

W celu praktycznej weryfikacji proponowanej metody prognozowania zasto-
sowano ja do wyznaczenia prognoz 17 szeregéw gospodarczych z bazy M3-
-IJF-Competition. Byly to szeregi o numerach: N2863—-N2883, ktore wybrano
ze wzgledu na to, iz wydajg si¢ one mie¢ stalg wartos$¢ $rednia, tj. nie zawie-
raja wyraznej tendencji wzrostowej lub spadkowej. Metode zaimplementowa-
no, przyjmujac pierwszy sposob podejécia do wspotczynnikoéw skalujacych?
oraz ustalajac arbitralnie stata wygtadzania na poziomie 4 = 0.5. Rozwazo-
no dwa najkrotsze filtry falkowe Daubechies (falke Haara i falkg d4), po 20
prognoz w horyzoncie od jednego do pieciu okreséw, wydluzajac stopniowo
probe o jedng obserwacje, szacujac za kazdym razem wariancje falkowe i wy-
znaczajac nowe prognozy i bledy ex post. W charakterze prostych z zatozenia
metod prognozowania wspotczynnikow transformaty MODWT oraz oszaco-

5 W istocie, dalsze wyniki przeprowadzonego badania wskazujg, ze drugi sposob
potraktowania tych wspotczynnikow, tj. przyjecie formuly (17) z warto$cig m szacowang
na poziomie $redniej arytmetycznej szeregu, dostarcza jeszcze bardziej przekonywajacych
wynikow na rzecz proponowanej tutaj metody.
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wanego sygnatu przyjeto modele takie jak btadzenie przypadkowe oraz mo-
dele autoregresyjne dla pozioméw i przyrostow z liczbg opoznien ustalong
zgodnie ze wskazaniem kryterium AIC®. W przypadku falki Haara zastosowa-
no podej$cie bez inwersji (patrz wzor (18)) oraz z inwersja. Przyjeto do pigciu
poziomow dekompozycji w metodzie bez inwersji, do czterech w metodzie
z inwersjg przy zastosowaniu falki Haara i do dwoch — w metodzie z inwersja
przy zastosowaniu falki d4. Nalezy dodac¢, ze prognozowane szeregi czasowe
maja dtugosci w przedziale: 7679, tak wigc dtugos¢ pierwszej proby bedace;j
podstawa estymacji sygnatu byta liczba z przedzialu 52—55. Dla porownania
zastosowano takze klasyczne podejscie w postaci modelu btadzenia przypad-
kowego, modelu wyréwnywania wyktadniczego Browna z optymalizowang
stala wygtadzania i warto$ciag poczatkowa identyczng z pierwsza obserwacja
oraz modeli autoregresji dla poziomow i przyrostow dla oryginalnych (nie-
przeksztatconych) danych. W Tabeli 1 prezentuje si¢ sredniokwadratowe bie-
dy dla prognoz jednokrokowych, ktore to prognozy sa najczesciej wykorzy-
stywane w logistyce, np. w kontekscie optymalizacji rozmieszczenia towarow
w magazynie. Nalezy dodaé, ze przewaga proponowanego podejscia nad me-
todami klasycznymi byta bardziej widoczna dla dtuzszych horyzontow. Dwa
najlepsze rezultaty dla kazdego szeregu wyrdzniono ttustym drukiem.
Wyniki badania mozna podsumowac¢ nastepujaco. Klasyczne metody
prognozowania pozwolily osiagna¢ najmniejszy $redniokwadratowy btad
prognozy tylko w czterech przypadkach sposrdd 17 przebadanych. Najlepsze
wyniki osiaggnigto, stosujac falkowa wersje wyréwnywania wyktadniczego re-
alizowang za pomocag metody bez inwersji, ktora w wielu sytuacjach pozwo-
lita znacznie zredukowac¢ blad prognoz. Tylko w jednym przypadku klasycz-
ne wyrownywanie wyktadnicze dostarczylo prognoz o mniejszym $rednim
bltedzie. Metody z inwersja uplasowaty si¢ na drugiej pozycji, przy czym nie
daje si¢ zaobserwowac¢ wyraznej przewagi falki Haara lub falki d4. Ponadto
mozna zauwazyc¢, ze dobre prognozy uzyskane za pomocg falki d4 wydaja sie
korespondowac z odpowiednimi prognozami uzyskanymi metoda z inwersja
za pomocg falki Haara, ale dla wyzszych poziomow dekompozycji.
Zaprezentowany przyktad wskazuje, ze podejscie do prognozowania suge-
rowane w niniejszej pracy jest obiecujace i moze stanowic alternatywe wzgle-
dem klasycznych metod wygtadzania szeregow. Do zastosowan praktycznych
nalezy zarekomendowaé¢ metode bez inwersji wymagajaca uzycia falki Haara.
Kolejne badania empiryczne na tym samym i rozszerzonym zestawie danych,

¢ Wskazania uzyskane kryterium Schwartza nie r6znily si¢ od tych uzyskanych kry-
terium Akaike’a. Maksymalna liczba opdznien wynosita 8.
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nieprzytaczane w tym artykule, wskazujg takze, ze dalsza poprawe przynosi
wygladzenie wspotczynnikéw skalujacych oraz, co jest oczywiste, optyma-
lizacja statej & 1 poziomu dekompozycji, wymagajaca podziatu proby esty-
macyjnej na dwie czg¢sci. W dalszych badaniach zwraca uwage takze fakt, ze
przyjecie stalej wygtadzania 4 na poziomie 1, co w przyblizeniu odpowiada
metodzie falkowej eliminacji progowej, dostarcza wyraznie gorszych wyni-
kow niz te przytaczane w pracy, prowadzac w mniejszej liczbie przypadkow
do dominacji nad metodami klasycznymi.

PODSUMOWANIE

Metoda prognozowania zaproponowana w niniejszym artykule zaklada, ze
obserwowane szeregi gospodarcze sg realizacjami procesow bedacych suma
losowego (stacjonarnego lub niestacjonarnego) sygnatu i szumu bedacego
procesem czysto losowym. Waznym etapem procedury prognostycznej jest tu
nieparametryczna estymacja sygnatu z uzyciem metod falkowych. Do wygta-
dzonych szeregdw stosuje si¢ proste narzedzia prognostyczne, takie jak meto-
da naiwna czy modele autoregresyjne. Podstawowg zaletg takiego podejscia
jest redukcja ztozonosci obliczeniowej wynikajaca z obej$cia koniecznos$ci
estymacji parametrow modeli strukturalnych szeregéw czasowych z uzyciem
takich metod, jak filtracja Kalmanowska. Jednym z mozliwych obszarow za-
stosowan tej metody sa prognozy procesow nieliniowych generowanych we-
dtug prostych modeli typu STAR czy SETAR, zanieczyszczonych dodatkowo
szumem biatym, jednakze interesujgce wyniki otrzymuje si¢ takze w przypad-
ku prognozowania proceséow liniowych.

Zaprezentowana w artykule analiza empiryczna dostarczyta obiecujacych
wynikéw pozwalajacych na zarekomendowanie do zastosowan praktycznych
wariantu metody opartej na falce Haara, ktory nie wymaga prognozowania
wspotczynnikow transformaty falkowej. Dalsza poprawe metody mozna uzy-
ska¢, optymalizujac stata wygtadzania 4 i liczb¢ poziomoéw dekompozycji
falkowej oraz — w przypadku procesow stacjonarnych badz trendo-stacjonar-
nych — stosujac, obok przeskalowywania wspotczynnikow falkowych, takze
redukcje wspotczynnikow skalujacych. Wydaje sig, ze proponowana metoda
w praktyce moze dominowa¢ nad innymi mechanicznymi podej$ciami do pro-
gnozowania w rodzaju wyrownywania wyktadniczego i §rednich ruchomych
z arbitralnie przyjmowanym systemem wag. Ze wzgledu na fakt, ze uniwer-
salno$¢ tego podejscia nie jest okupiona duza ztozonoscia obliczeniowa, me-
tode te mozna zarekomendowa¢ do zastosowan w ramach automatycznych
systemow prognostycznych.
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FORECASTING VIA WAVELET SMOOTHING

Abstract. In the paper we discuss existing techniques for univariate time series
forecasting based on the wavelet transform and introduce also a new method of fore-
casting with wavelets. The new approach is based on a nonparametric estimation of
a stochastic signal via a wavelet smoothing. The method can be thought of as a wa-
velet variant of the exponential smoothing, which is, however, much more universal,
being at the same time relatively computationally efficient. Our empirical verification
based on 17 time series from the M3-JIF-Competition database provides very promi-
sing results, confirming the practical relevance of the suggested approach.

Keywords: wavelet forecasting, nonparametric signal estimation, wavelet
smoothing.



