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Zarys tresci Referat traktuje o podstawach konstrukcji dynamicznych modeli czynniko-
wych i ich zastosowaniu empirycznym. DFM stosuje si¢ do prognozowania, konstruowania
glownych wskaznikéw koniunktury, analiz polityki monetarnej i badania migdzynarodowych cy-
kli koniunkturalnych. W referacie oszacowano DFM PKB w Polsce w latach 1997-2008, a takze
oceniono trafno$¢ uzyskanych na jego podstawie prognoz w poréwnaniu do modelu AR i modelu
symptomatycznego. Zbior danych wykorzystanych do badania zawiera 41 zmiennych makroeko-
nomicznych. Najlepszym ze statystycznego punktu widzenia okazat si¢ model z 3 czynnikami.

Stowa kluczowe: dynamiczny model czynnikowy, metoda gtownych sktadowych, PKB.

1. WSTEP

Dynamiczne modele czynnikowe (Dynamic Factor Models — DFM)
w ostatnim czasie staly si¢ bardzo popularne w empirycznych analizach makro-
ekonomicznych. Zauwazy¢ mozna takze znaczny rozwoj tego narzedzia pod
wzgledem metodologicznym. Za pionieréw w zakresie DFM uwaza si¢ Gewek-
e’a (1977) oraz Simsa i Sargenta (1977), ktorzy zastosowali ten typ modeli do
matych zbioréw danych. DFM stosuje si¢ do prognozowania, konstruowania
gtéwnych wskaznikow koniunktury, analiz polityki monetarnej i badania mig-
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dzynarodowych cykli koniunkturalnych. Dynamic Factor Models prezentuja
ateoretyczne podej$cie do modelowania ekonometrycznego (por. Sims, 1980).

Celem prezentowanego artykutu jest skonstruowanie dynamicznego modelu
czynnikowego PKB w Polsce w latach 1997-2008. Ponadto w pracy przedsta-
wiona zostanie istota DFM i jedna z metod ich estymacji. Kolejny punkt zawie-
rat bedzie opis danych wykorzystanych w obliczeniach, a takze empiryczny
model PKB.

2. DYNAMICZNY MODEL CZYNNIKOWY

Koncepcja modeli czynnikowych opiera si¢ na zalozeniu, ze zachowanie si¢
wiekszo$ci zmiennych makroekonomicznych moze by¢ dobrze opisane za po-
mocg matej liczby nieobserwowalnych wspolnych czynnikéw. Czynniki te czg-
sto sa interpretowane jako wiodace sity w ekonomii. Poszczegolne zmienne
moga wtedy zosta¢ wyrazone jako liniowa kombinacja mniej niz 20 czynnikow,
ktore wyjasniaja znaczaca cz¢$¢ ich zmiennos$ci (por. Kottowski, 2008).

Niech y, oznacza pewien szereg czasowy i X, wyraza wektor N zmien-

nych w postaci szeregow czasowych zawierajacych informacje uzyteczne
w modelowaniu, a takze prognozowaniu wartosci y, . W dynamicznym modelu

czynnikowym zakladamy, ze wszystkie zmienne x, zawarte w wektorze X,

moga zosta¢ wyrazone jako liniowa kombinacja biezacych i opdznionych nie-
obserwowalnych czynnikow f;,

x, =AL)f, +e,,dlai=1...,N, (1)

it
gdzie £, =[f,,, /5[5 ] jest wektorem 7 nieobserwowalnych wspolnych
czynnikéw w momencie t, A,(L)= A, + A, L+ A,L° +..+ 4, L7 jest operato-
rem opdznien, natomiast e, wyraza swoisty blad zmiennej x, (por. Stock,
Watson, 1998).

Stad tez y, moze by¢ zapisane jako funkcja biezacych i1 opdznionych
wspolnych czynnikéw zawartych w wektorze f, oraz opoznionych wartosci y,
W nastepujacy sposob:

v, =P, +y(L)y, +e,. )

Zatem mozna powiedzie¢, ze dynamiczny model czynnikowy sklada si¢
zréwnan (1) 1 (2).
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3. ESTYMACJA PARAMETROW DFM I SPECYFIKACJA
LICZBY CZYNNIKOW

Jedna z najczesciej uzywanych metod estymacji parametréow i czynnikow
w modelach czynnikowych jest metoda glownych sktadowych. W metodzie tej
obie macierze, czynnikow i parametrow, sa nieznane. Model przedstawiony ja-
ko rownanie (1) moze zosta¢ zapisany w nastepujacej formie macierzowe;j:

X =FHH 'A'+e, 3)
gdzie H jest niejednostkowa macierza o wymiarach 7 X r . Niezbedne jest wy-
konanie odpowiedniej normalizacji macierzy H. Stock i Watson (1998) zapro-
ponowali warunek (A'A/N)=1_, ktory moze zosta¢ nalozony na parametry
modelu i sprawi, ze macierz H bgdzie ortonormalna.

Estymacja macierzy F i A przy uzyciu metody g%ownych sktadowych pole-

ga na znalezieniu takich estymatoréw macierzy F i A ktére beda minimali-
zowac sume kwadratow reszt rOwnania (3) wyrazona w nastquJ acy sposob:

V(F, A)——ZZ(x,,— VF)? (4)

i=l t=1

W pierwszym kroku nalezy dokona¢ minimalizacji funkcji (4) w odniesieniu do
macierzy czynnikow F przy zatozeniu, ze macierz A jest znana i stata. W wyni-

ku tego otrzymany zostanie estymator F , jako funkcja A, ktory nastgpnie za-
stgpuje w powyzszym rownaniu prawdziwe wartosci F. W drugim kroku mini-
malizowana jest funkcja (4) w odniesieniu do macierzy A z warunkiem norma-

lizacji (A'A/N)=1,, w ten sposob otrzymany zostaje bezposrednio estyma-
tor A. Warto zauwazy¢, ze jest to rOwnoznaczne z maksymalizacja wyrazenia
r[A'(X'X)A].

Kolejne kolumny macierzy A sq wektorami wlasnymi, macierzy X’X po-
mnozonej przez v N , odpowiadajacymi najwickszym warto$ciom whasnym tej
macierzy. Z kolei estymator macierzy F jest wyrazony jako

F=(XA)/N. (5)

Stock i Watson podkreslaja, ze jezeli liczba zmiennych jest wyzsza od liczby
obserwacji, tzn. N > T, wtedy z obliczeniowego punktu widzenia tatwiejsza do
zastosowania jest procedura polegajaca na oszacowaniu F przez minimalizacjg
(4) z uwzglgdnieniem dla F warunku F'F/T =1_. Macierz F zawiera wow-
czas wektory wlasne z macierzy X’X odnoszace si¢ do » najwigkszych warto$ci
wlasnych z tej macierzy przemnozonej przez ﬁ . Z kolei estymator macierzy
A przyjmie nastgpujaca forme:
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A'=(F'X)/T. (6)

Oba estymatory FiF s rownowazne.

W praktyce liczba czynnikow, niezbedna do pokazania zwiazkow pomigdzy
zmiennymi, jest zazwyczaj nieznana. Istnieja jednak kryteria, ktére moga zostac
uzyte do wyznaczenia liczby czynnikow. Bai i Ng (2002) zaproponowali w tym
celu nastepujace kryteria informacyjne:

_ N+T\ ( NT
1C, (k) = In(V (k) + k[ o jln[ o Tj %
1C, (k) = In(V (k) + k( NN+TT J InC2, (8)
1C, (k) = In(V (k) + k[h%’%”} )

W powyzszych wzorach I}(k) oznacza sum¢ kwadratow reszt z k — czynniko-

wego modelu, a C,, = min{\/ﬁ AT }

4. DANE I ANALIZA WYNIKOW EMPIRYCZNYCH

W badaniu zastosowanie znalazly kwartalne dane makroekonomiczne cha-
rakteryzujace polska gospodarke. Zbior danych zawiera 41 zmiennych w posta-
ci szeregdw czasowych o czestotliwosci kwartalnej. Dane dotycza okresu od 1
kwartatu 1997 do 3 kwartatu 2008 roku, a wigc kazdy szereg sktada si¢ z 47 ob-
serwacji. Jako zmienna objasniana postuzylo PKB. Wszystkie dane pochodza
z internetowej strony Gtownego Urzgdu Statystycznegol i poddane zostaly od-
powiednim transformacjom. Sprowadzono je do cen statych z 1 kwartatu 1997
roku i oczyszczono z wahan sezonowych. W kolejnym kroku dane zlogarytmo-
wano 1 zroznicowano odpowiednio do szeregdw, w celu sprowadzenia ich do
stacjonarnosci (por. Greene, 2003). Na koniec dane poddane zostaty standary-
zacji. W obliczeniach wykorzystano dane dotyczace wielkosci sprzedazy pro-
dukcji przemystowej ogotem, jak i jej czesci sktadowych, budownictwa w roz-
nych aspektach, handlu krajowego i zagranicznego, inflacji i rynku pracy
w roznych ujgciach, sfery budzetowej, a takze charakterystyki szeroko rozu-
mianej sfery polityki pienigzne;j.

Po wstepnym przygotowaniu danych zastosowana zostata metoda gtéwnych
sktadowych w celu wyznaczenia czynnikoéw. Nastgpnie wyznaczone zostaty
wartosci kryteridw informacyjnych Bai’a i Ng w celu specyfikacji ich liczby.
Tabela 1 pokazuje wartosci tych kryteriow informacyjnych dla roéznej liczby

' www.stat.gov.pl.
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czynnikow w modelu, a takze warto$ci wlasne i ich udziat w catkowitej zmien-
nosci. Ostatecznie w modelu zostaly uwzglednione trzy czynniki, poniewaz
wskazaly na to pierwsze i drugie kryterium. Trzecie kryterium wskazato na ko-
nieczno$¢ uwzglednienia 10 czynnikow, jednakze ma ono tendencje do zawy-
zania ich liczby. Trzy czynniki wyjasniaja niemal 82% calkowitej zmiennosci,
co jest warto$cia wysoce zadowalajaca.

Cze¢s¢ badaczy stoi na stanowisku, ze czynniki wyznaczone metoda gtow-
nych skladowych nie maja interpretacji ekonomicznej. Jednakze w niniejszym
artykule dokonana zostanie proba ich przyblizonej interpretacji. W tym celu
przeprowadzona zostata analiza wspolczynnikow R — kwadrat z regresji pomig-
dzy poszczegdlnymi czynnikami a zmiennymi pierwotnymi. Zalozono, ze
w sktad czynnika wchodzi ta zmienna, ktorej R — kwadrat jest najwyzszy.
Z powyzszego wynika, ze pierwszy czynnik reprezentuje gtownie rynek pracy
i handel zagraniczny. Na drugi czynnik wplyw maja ceny, wynagrodzenia
i przychody z dziatalnosci gospodarczej. Trzeci czynnik zawiera szeroko pojgta
sprzedaz.

Nastepnie za pomoca kryterium BIC wybrano opo6znienia zaréwno dla
zmiennej zaleznej, jak i dla czynnikow. Okazato sig, Zze najlepszy jest model
zawierajacy jedynie czynniki bez opoznien. Wyniki estymacji tego modelu pre-
zentuje tabela 2. Wszystkie wspolczynniki tego modelu okazuja si¢ by¢ istotne
na poziomie nieprzekraczajacym 5%. Tak oszacowany model opisuje ksztalto-
wanie si¢ PKB w ponad 70% 1 nie wystgpuje w nim autokorelacja. Rzeczywiste
warto$ci PKB 1 warto$ci obliczone na podstawie modelu czynnikowego prezen-
tuje wykres 1.

Tabela 1. Wybdr liczby czynnikoéw do modelu

Liczba Warto$ci Udziat w Skumulowany udziat w
czynnikéw wiasne zmiennosci zmiennosci IC1 IC2 IC3
1 76,949 0,721 0,721 -3,694  -3,491 -3,833
2 6,249 0,059 0,779 -3,584  -3177  -3,861
3 4,278 0,040 0,819 -4555  -3945  -4.971
4 2,921 0,027 0,846 -4490  -3,677  -5,044
5 2,460 0,023 0,870 -4,467  -3,451 -5,160
6 1,976 0,019 0,888 4335  -3,115  -5/166
7 1,551 0,015 0,903 4,192 -2,769  -5162
8 1,429 0,013 0,916 4,109  -2482 5216
9 1,282 0,012 0,928 4,246 -2417  -5493
10 1,066 0,010 0,938 4126 -2,093  -5511

Zrodto: obliczenia wlasne.

W tym miejscu sprawdzone zostalo réwniez czy kolejno$¢ rozwazania
czynnikdw w procedurze badawczej ma wptyw na wynik koncowy modelowa-
nia. Zbadany zostal wptyw zmiany kolejnosci czynnikow na: wartosci kryte-
riow informacyjnych Bai’a i Ng oraz wartosci kryterium BIC, jak rowniez na
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wartosci parametrow modelu 1 podstawowe miary dobroci modelu. W kazdym
przypadku okazalo si¢, ze zmiana kolejnosci rozwazanych w badaniu czynni-
kow nie ma wplywu na wynik koncowy modelowania.

Kolejnym krokiem analizy bylo sprawdzenie czy opdznienie niektorych
zmiennych pierwotnych ma wptyw na ostateczna posta¢ modelu.

Dzialanie takie spowodowalo zmiang ostatecznej postaci modelu, a doktad-
niej zwigkszenie liczby uwzglgdnionych w nim czynnikéw do 4. Wynik esty-
macji modelu czteroczynnikowego prezentuje tabela nr 3.

Tabela 2. Dynamiczny model czynnikowy PKB Polski w latach 1997-2008

Zmienna zalezna: PKB

Wspotczynnik Btad std. Statystyka t P
F1 -0,0362 0,0095 -3,7985 0,0005
F2 0,0683 0,0335 2,0404 0,0478
F3 0,3707 0,0405 9,161 0,0000
R-kwadrat 0,7142 Kryterium Akaika 1,7264
Dopasowany R-kwadrat 0,7003 Kryterium Schwarza 1,8481
Durbin-Watson 2,1454 Kryt. Hannana-Quinna 1,7715

Zrodto: obliczenia wlasne.

—=—— Empiryczne —&— Wyréwnane

Wykres 1. Rzeczywiste i dopasowane na podstawie DFM wartosci PKB w Polsce
w latach 1997-2008

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Jak nietrudno zauwazy¢, zmiana pierwotnego zbioru danych spowodowata
rowniez polepszenie sig statystycznych wlasciwosci modelu. Wspotczynnik R —
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kwadrat wzrdst o okoto 7 punktow procentowych. Spadty takze empiryczne po-
ziomy istotnosci parametréw znajdujacych si¢ przy poszczegélnych czynni-
kach.

Ostatnim etapem analizy bylo wyznaczenie prognozy i jej btedéw na pod-
stawie dynamicznych modeli czynnikowych. Bledy te nast¢pnie poddane zosta-
ty poréwnaniu z analogicznymi otrzymanymi z modelu autoregresyjnego. Mo-
dele klasy AR stanowia bowiem najczestszy, cho¢ nie jedyny, punkt odniesienia
w literaturze tematu.

Autorzy najczesciej przeciwstawiaja prognozy z modeli z wieloma zmien-
nymi modelom z jedna zmienng (por. Marcellino, Stock, Watson, 2001). Do po-
roOwnan przyjety zostal, na podstawie kryterium BIC, stacjonarny model AR(1).
Ponadto do wyznaczenia prognozy postuzyt réwniez klasyczny model sympto-
matyczny PKB w Polsce. W modelu symptomatycznym za zmienne objasniaja-
ce postuzyly wielkosci reprezentujace produkcje sprzedang przemystu i prze-
cigtne zatrudnienie.

Modele prognostyczne oszacowane zostaty na probie skroconej do konca
roku 2007, co nie wywarlto istotnego wptywu na ich jakos¢. Prognoza zostata
wyznaczona na pierwszy kwartat roku 2008. Najbardziej traftna prognoza okaza-
fa sig ta otrzymana na podstawie pierwszego DFM, czego potwierdzenie znaj-
duje si¢ w tabeli 4.

Tabela 3. Dynamiczny model czynnikowy PKB Polski w latach 1997-2008 — po mody-

fikacji zbioru danych
Zmienna zalezna: PKB
Wspétczynnik Btad. Std. Statystyka t P
F21 0,1722 0,0273 6,316 0,0000
F22 0,1686 0,0329 5132 0,0000
F23 -0,2548 0,0361 -7,0669 0,0000
F24 0,2241 0,04 5,609 0,0000
R-kwadrat 0,7909 Kryterium Akaike'a 1,4858
Dopasowany R -
kwadrat 0,7748 Kryterium Schwarza 1,6497
Durbin-Watson 2,2511 Kryt. Hannana-Quinna 1,5463

Oznaczenie w postaci F21 oznacza, ze jest to pierwszy czynnik ze zmodyfikowanego o odpo-
wiednie opdznienia zbioru danych.

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Tabela 4. Blgdy prognoz

MAPE RMSE R-kwadrat
AR 90,8002 0,8116 0,1246
DFM 1,7898 0,016 0,7003
DFM2 12,869 0,115 0,7748
Model symptomatyczny 4,9267 0,044 0,86%4

Zrodlo: obliczenia wlasne.

5. PODSUMOWANIE

Przeprowadzona analiza doprowadzita do zredukowania liczby pierwotnych
zmiennych objasniajacych z 41 do 3 czynnikow, co otrzymane zostato przez za-
stosowanie metody gtéwnych sktadowych. Dzigki temu otrzymano dynamiczny
model czynnikowy opisujacy gospodarke Polski w zakresie PKB w sposob za-
dowalajacy ze statystycznego punktu widzenia.

Modyfikacja zbioru danych pierwotnych w postaci opdznienia poszczego6l-
nych zmiennych o jeden okres w tyl ma wptyw na ostateczna posta¢ modelu.
W powyzszej analizie spowodowata zwigkszenie si¢ liczby czynnikow w mode-
lu i polepszenie poziomu jego dopasowania do danych empirycznych. Niestety,
nie przyniosta oczekiwanej poprawy wynikow prognozy.

Z dynamicznego modelu czynnikowego wzrostu PKB w Polsce w latach
1997-2008 opartego na niezmodyfikowanym zbiorze zmiennych pierwotnych
otrzymaliSmy prognoze¢ charakteryzujaca si¢ najwyzsza trafnoscia sposrod na-
rzedzi rozwazanych w powyzszym artykule.
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ESTIMATING AND FORECASTING GDP IN POLAND
WITH DYNAMIC FACTOR MODEL

Abstract. Presented paper concerns the dynamic factors models theory and application in the
econometric GDP in Poland analyses. DFMs are used for construction of the economic indicators
and in forecasting. They are applied in macroeconomics analyses, mainly in regard to the mone-
tary policy and international business cycles. In the article we compare forecast accuracy of dy-
namic factor models with the forecast accuracy of two competitive models: univariate autoregres-
sive model and symptomatic model. We have used 41 quarterly time series from the Polish econ-
omy. The results are encouraging. The dynamic factor model outperforms other models. The best
fitted to empirical data was model with 3 factors.

Keywords: Dynamic factor models, principal components analysis, GDP.






