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WYCENA OPCJI NA INDEKS WIG20 NA PODSTAWIE
MODELI GARCH Z PRZELACZENIAMI REZIMOW

Zarys tres$ci. W artykule podjeto probe wyceny europejskiej opcji kupna na indeks WIG20
w oparciu o model GARCH z przetaczeniami rezimow. Trudno$ci w estymacji modelu ogranicza-
ja mozliwo$ci wykorzystania tego podejscia w praktyce, niemniej uzyskane wyniki pokazuja, ze
prezentowana metoda wyceny moze stanowi¢ alternatywg dla klasycznego modelu Blacka—
—Scholesa—Mertona.

Stowa kluczowe: wycena opcji, modele przetacznikowe, modele GARCH

1. WSTEP

Najczgsciej wykorzystywany przez praktykow model wyceny zapropono-
wany przed niemal czterdziestu laty przez Blacka, Scholesa (1973) oraz Merto-
na (1973) jest krytykowany za liczne niedoskonato$ci. Najczesciej wskazuje sig
na nierealistyczne zatozenia odnosnie:

— normalnosci rozktadéw zwrotéw logarytmicznych (lognormalnosci cen),
— stalosci w czasie wspotczynnika zmiennosci.

Liczne badania empiryczne (por. Cont, 2001; Doman, Doman, 2004) wska-
zuja, ze zwroty logarytmiczne charakteryzuja si¢ migdzy innymi wystgpowa-
niem grubych ogonow (leptokurtycznoscia) oraz skosnoscia, co wyklucza roz-
ktad normalny. Roéwniez zalozenie o statosci w czasie zmienno$ci nie da si¢
obroni¢. Niezaleznie od uzytej miary zmiennosci typowe jest wystgpowanie du-
zych wahan zmiennosci i zgrupowan zmiennos$ci, czyli wystgpowania okresow
podwyzszonej zmiennos$ci, po ktorych nastepuja okresy zmiennosci obnizone;.

Jednym z kierunkow badan uwzgledniajacych powyzsza krytyke jest wyko-
rzystanie do wyceny opcji modeli zmienno$ci. Zaleta tych modeli, oprocz
oczywistej zdolnosci do wyjasnienia i opisu ksztaltowania si¢ zmiennosci, jest
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mozliwos¢ uwzglednienia rozktadu innego niz normalny. W prezentowanej pra-
cy do wyceny opcji wykorzystano modele GARCH z przetaczeniami rezimow.

2. MODEL MS-AR-GARCH

Po raz pierwszy potaczenie modeli przetacznikowych typu Markowa z mo-
delami autoregresyjnej heteroskedastycznosci warunkowej zaproponowat Ha-
milton i Susmel (1994) wprowadzajac model SWARCH. Nastgpnie Gray
(1996) rozszerzyt model SWARCH o proces GARCH, uzyskujac model
MS-GARCH.

Rozwazmy nastgpujacy model zwrotéw logarytmicznych r; instrumentu fi-
nansowego:

re =100 (InS; —InSe_;) = 100 - In =%,
t—-1

Te = Ue T &,

& = O¢Zy,

gdzie S; oznacza ceng instrumentu finansowego w chwili ¢,
U = E(ry|®s_41) jest $rednia warunkowa odpowiadajaca informacji na temat
procesow zwrotéw dostgpnej do momentu t — 1, a z; sa niezaleznymi zmien-
nymi losowymi z zerowa $rednia i jednostkowa wariancja (z;~iid(0,1)).

Niech rezim wystepujacy w chwili t bedzie okre§lony przez nieobserwo-
walny proces s;, ktory przyjmuje M wartosci: {1, 2,..., M}. Proces s; jest jed-
norodnym tancuchem Markowa rzedu pierwszego, zatem biezacy rezim s; zale-
zy jedynie od rezimu poprzedniego s;_;, co formalnie mozna zapisa¢ nastgpu-
jaco:

P(s¢ = a¢lse-1 = a1, ..., 51 = a1,50 = ag) = P(S¢ = a¢lse—1 = ar-1),
gdzie a; przyjmuje warto$¢ ze zbioru {1, 2,..., M}.

W modelu przetacznikowym typu Markowa MS-AR-GARCH (Markov Swi-

tching AR-GARCH) zaktada sig, ze:

He = ,ut(B(st)),
O = Ut(e(st)),
gdzie 0(s;) jest wektorem parametréw wiasciwych dla rezimu s;.
Model MS-AR(m)-GARCH(p,g) ma nastgpujaca specyfikacjg:
e = ao(se) + Xizg a;(sre—; + &,
of = w(sy) + Zf:l ﬁi(st)atz—i + Z?ﬂ “i(st)gtz—i-
Zatem warunkowa $rednia w chwili t dla i-tego rezimu jest modelowana za

pomoca procesu autoregresyjnego AR(m), a warunkowa wariancja w chwili t
dla i-tego rezimu okreslona jest przez proces GARCH(p,q). Nalezy podkreslic,
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ze niezalezne zmienne losowe &; sa opcjonalnie zalezne od pewnych parame-
trow (liczby stopni swobody lub parametru skosnosci), ktére rowniez moga
podlegaé przetaczeniu.

Estymacja modelu MS-AR-GARCH nastr¢cza trudnosci. Chcac znalezé
warto$¢é wariancji warunkowej o7, nalezy uwzgledni¢ cala $ciezke rezimow
St, St—1, -, S1. W literaturze pojawily si¢ dwa podejscia rozwiazania tego pro-
blemu.

Gray (1996) i Klassen (2002) wartosci warunkowej wariancji opdznionej
w czasie, licza jako warto$¢ oczekiwang z kolejnych wariancji dla wszystkich
stanow.

Natomiast Davidson (2004) zaproponowat transformacje¢ przeksztatcajaca
model GARCH(p,q) na proces autoregresyjny z nieskonczona liczba opoznien
ARCH(0). Uzywajac wieclomiané6w operatorowych wynik transformacji mozna
zapisa¢ nastepujaco:

2 _ w(se) a(sg)@) _ ) 2
Ot = 1_ﬁ1(st)_"'_ﬁp(st) + B(s)(L) - SO(SL“) + Zk:l 6k(st)£t—1'
Zatem wariancja warunkowa o zalezy bezposrednio jedynie od aktualnego re-
zimu S;, a parametry modelu sa estymowane za pomoca metody najwigkszej
wiarygodnosci. Funkcja wiarygodnosci, ktora nalezy maksymalizowaé ma po-
stac:

L= {=1ln(27=1f(7’t|5t =J,®¢_1,0)P(s¢ =J'|q)t—1»9))a
gdzie:

. I S £ 120))
f(relse = J, Pe-q) = at(,-)gf( at() )

te(D = ao() + ar(Dre—q + -+ + am(Dre—ms

() =w() + X, 3i(i)01:2—j + 21 ai(s)af,

P(s; = j|®t_1) — prawdopodobienstwo warunkowe przebywania procesu

w stanie j w momencie t, przy danym zbiorze informacji ®;_,

gj — funkcja gestosci innowacji odpowiadajacej rezimowi J,

6 — wektor parametréw modelu (po wszystkich stanach).
Prawdopodobienstwa P(s; = j|®;_,) sa wyliczane za pomoca procedury reku-
rencyjne;j:

P(sy = jl®e—q) = X1, PijP(s¢-1 = 1|P;_q),

, ftlse=j, Pe—1)P(st=j|Pt-1)
P(s, = j|®,) =
(s = j1P0) M Frelse=i,®@e_1)P(sp=i|Pp_1)’

gdzie p;; to prawdopodobiefistwo warunkowe przejscia z rezimu i do j:

bij = P(s¢ = jls¢t—q = D).
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Jako wartoéci poczatkowe P(s; = j|®,) przyjmuje si¢ prawdopodobienstwa
bezwarunkowe P(s; = j), oznaczajacych prawdopodobienstwo znajdowania si¢
procesu w poszczegdlnych rezimach.

Jesli proces Markowa sterujacy zmiang rezimow jest nieprzywiedlny i nie-
okresowy' to prawdopodobienstwa bezwarunkowe P (s, = i) przebywania pro-
cesu w i-tym rezimie, dla i = 1,2, wyznaczone jest w sposob jednoznaczny:

1_
P(s;=1)=P(1) = —z—pffin’

1-p11
P(s; =2)=P2) = P —
Odwrotno$¢ prawdopodobienstwa P(s; = i), oznaczana symbolem m(i)
moze by¢ interpretowana jako $redni czas powrotu procesu do rezimu i. Nato-
miast oczekiwany dalszy czas trwania systemu w rezimie i, wyraza si¢ wzorem:

1 1
d(i) = ==
( ) 1-pii  Dij

Oczekiwany dalszy czas trwania umozliwia oceng §redniego okres pozosta-
wania w tym samym rezimie.

3. WYCENA OPCJI W OPARCIU O MODEL MS-AR-GARCH

Jako pierwszy uzycie modelu klasy GARCH do wyceny instrumentéw po-
chodnych zaproponowat Duan (1995). W swojej pracy uogoélnit tradycyjna kon-
cepcje wyceny przy neutralnym podejsciu do ryzyka. Podobnie jak w klasycz-
nym podej$ciu wprowadza si¢ miarg prawdopodobienstwa P, dla procesu nie-
przeksztatconego oraz arbitrazowej miary Q, wzgledem ktorej zdyskontowany
proces cen instrumentu finansowego jest martyngatem. Modyfikacja procesu
stop zwrotu, dokonywana jest w taki sposob, by w kazdej chwili warunkowa
warto$¢ oczekiwana stopy zwrotu byta rowna stopie zwrotu wolnej od ryzyka.
Parametr modyfikujacy proces stop zwrotu nie jest staty w czasie i podejscie to
nazwane zostalo wycena dla miary lokalnie wolnej od ryzyka (Local Risk-
Neutral Valuation Relationship - LRNVR).

Powyzsze warunki mozna zapisac¢ nastgpujaco:
Var? (| ®,_1) = Var@(r,|®;_,),
EQ(r|®ey) =1

Jednym z kluczowych zatozen dla omawianego podejs$cia jest warunkowa
normalnos¢ stop zwrotu. To zatozenie jest niezbgdne, by zapewni¢ niezmienni-

! Nieprzywiedlno§é procesu Markowa oznacza, ze wszystkie stany komunikuja sie ze soba,
tzn. stan i-ty jest osiagalny ze stanu j-tego dla kazdego i oraz j. Nieokresowo$¢ procesu Markowa
oznacza, ze wszystkie stany sa nicokresowe. Stan i ma okres £>1 jezeli kazdy powrot do stanu i
nastepuje w iloSci krokoéw bedacych wielokrotnoscia k: k = NWD{n: P(X,, = i|X, = i) > 0}
ik >0.
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czos$¢ rozktadu w czasie przeksztatcania procesu stop zwrotu do martyngatu. To
ograniczenie mozna obej$¢ przeksztatcajac rozktady gruboogonowe i skosne do
rozktadu normalnego za pomoca odwrotnosci dystrybuanty standardowego roz-
ktadu normalnego (por. Duan, 1999).

Metoda LRNVR zostata wykorzystana do wyceny opcji w oparciu o0 model
GARCH z przetaczeniami (Duan i inni 2002). Niestety dla modeli MS-GARCH
nie mozna wykorzysta¢ innych rozktadow szokéw niz normalny.

Niech warunkowa $rednia y, oraz warunkowa wariancja ¢ beda funkcjami
mierzalnymi wzglgdem zbioru informacji ®;_,, wéwczas 0g6lna posta¢ modelu
wzgledem miary P mozna zapisa¢ ponizszymi rGwnaniami:

Tt = Ut + 0cZt
of = f(o5(), 2, —0 <5 < t,0), ey
z,~N(0,1)

gdzie f to funkcja parametryczna opisujaca wariancj¢ warunkowa, w ktorej
wektor 8 jest parametrem, z; jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
o tym samym rozktadzie ze $rednig zero i wariancja jeden, 7 to stopa wolna od
ryzyka. Wzgledem rownowaznej miary martyngatowej Q model przyjmuje na-
stepujaca postac:

1 = pe + 0.(e — Ap)

nt'”N(O'l)
of = f(05(j), 2, —0 < s < t,6) @)
Ze =N — At
2, = H#T
t or

Rynek opisany modelem (1) jest niezupeltny, istnieja bowiem dwa dodatko-
we zrodla niepewnosci — zmiana rezimu i zmienno$¢ wariancji warunkowe;j.

Oznacza to, ze istnieja na rynku instrumenty pochodne nieosiagalne, czyli takie
ktorych wyptaty nie moga by¢ replikowane za pomocg strategii samofinansuja-
cych. Znalezienie rownowaznej miary martyngatowej wymagato wigc wyko-
rzystania funkcji uzytecznosci inwestora i zatozenia, ze rynkowa cena ryzyka
zwiazanego ze zmiang rezimu jest rOwna zero.

Z uktadu rownan (2) wynika, ze zdyskontowany proces cen jest martynga-
tem, mozna zatem zastosowaé arbitrazowa metode wyceny. Zatem cena euro-
pejskiej opcji kupna jest zdyskontowana (wzgledem stopy wolnej od ryzyka)
warunkowa warto$¢ oczekiwang wyptaty z opcji wzgledem miary Q:

¢ = exp[—r(T — )]E?[max{S — K, 0}|F,_4]. (3)

Nie jest mozliwe wyznaczenie w sposob analityczny granicznych parame-

trow rozktadu cen instrumentu bazowego, zatem wycena oparta jest na procedu-
rze Monte Carlo i przebiega wedlug algorytmu:

1. estymacja parametréw modelu MS-AR-GARCH,
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2. wygenerowanie proby niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie nor-
malnym:
. . . n
L L L
{Zt+1' Zt42s s Zt+‘r}i=17
3. wygenerowanie proby niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie jed-
nostajnym:
. . . n
L L l
{ubsr wis) o ut+‘r}i=1a
4. uzyskanie §ciezek rezimow, przy uzyciu zmiennych z kroku 3 i prawdopo-
dobienstw pozostania w poszczegolnych rezimach:
. . . n
L L L
{St+1'5t+2' "'J5t+‘r}i=17
5.uzyskanie $ciezek stop zwrotu, poprzez wprowadzenie warto$ci uzyskanych
w kroku 2 i 4 do modelu MS-AR-GARCH:
. . . n
L L L
rbev e o, rt+‘r}i=1a
6.uzyskanie cen instrumentu bazowego w terminie wygasnigcia w oparciu
o $ciezki stopy zwrotu z kroku 5:

St = Seexp(f 1),
7. wyznaczenie wyplaty z opcji kupna i wyliczenie wartosci oczekiwanej ze
wzoru (3):

c; = exp[—r(T — t)]% ?=1[max(5% - K, 0)]

4. WYNIKI EMPIRYCZNE

Wyceniono europejskie opcje kupna na indeks WIG20 o terminie wyga-
$nigcia 15.09.2006. Wyceny dokonano na koniec 21.07.2006. W symulacjach
generowano po 10 000 trajektorii. Do estymacji modelu MS-AR-GARCH wy-
korzystano zwroty dzienne z okresu 2.01.1995-21.07.2006 co daje 2893 obser-
wacje. W tabeli 1 zebrane zostaly podstawowe statystyki opisowe. Sredni
dzienny zwrot jest bliski zeru, ale dodatni. Odchylenie standardowe jest nie-
znacznie mniejsze od dwoch. Roznica migdzy warto$ciami bezwzglednymi
maksymalnej i minimalnej warto$ci zwrotu wskazuja na nieznaczna asymetri¢
spadkow 1 wzrostow. Szereg WIG20 charakteryzuje si¢ niewielka ujemna sko-
$noscia (-0,1197) i znaczna kurtoza® (4,0263).

Podjgto probg dopasowania do szeregu kilkunastu modeli MS-AR-GARCH
rozniacych si¢ rzgdami opoznien. Ostatecznie tylko dla jednego modelu — MS-

2 W pracy mianem kurtozy okresla si¢ czwarty moment centralny pomniejszony o 3 (w litera-
turze okreslanej jako kurtoza nadwyzkowa — excess kurtosis).
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GARCH(1,1), uzyskano parametry statystycznie istotne. Wyniki estymacji za-
mieszczono w tabeli 2.

Tabela 1. Statystyki opisowe szeregu WIG20 w okresie 3.10.1994-21.07.2006 (2893

obserwacje)
$rednia odch. max. min skos$no$é kurtoza
standardowe
0,0490 1,9000 13,7088 -14,1608 -0,1197 4,0263

Zrodto: opracowanie wiasne.

Tabela 2. Oszacowanie parametréow modelu MS-GARCH(1,1) z rozkladem normalnym

dla szeregu WIG20
w() 0,3157 (0,0398)
w(2) 0,9678 (0,0614)
a(l) 0,0353 (0,0108)
a(2) 0,2635 (0,0734)
B 0,9598 (0,0091)
B(2) 0,6991 (0,0817)
Prawdopodobienstwa przejscia
Rezim 1 2
1 0,9947 0,0053
2 0,0147 0,9853
P(s;=1) 0,7342
P(s; = 2) 0,2658
m(1) 1,3621
m(2) 3,76
d(1) 187,62
d(2) 67,9348

Zrédto: obliczenia wiasne w programie TSM.

Rezim pierwszy charakteryzuje nizsza zmienno$¢, natomiast rezim drugi
wyzsza. Nalezy podkresli¢, ze rezimy byly bardzo stabilne — prawdopodobien-
stwa przej$cia pomigdzy poszczegdlnymi stanami sa niskie. Prawdopodobien-
stwo znajdowania si¢ w rezimie o nizszej aktywnosci jest wigksze niz prawdo-
podobienstwo znajdowania si¢ w rezimie o wyzszej aktywnosci. Oczekiwane
czasy trwania w rezimach sa dtugie (188 i 68 dni), co oznacza, Ze na rynku wy-
stgpuja dlugie okresy aktywnosci i uspokojenia.

Tabela 3 zawiera wyceny opcji kupna o réznych cenach wykonania. W po-
rOwnaniu z rzeczywistymi warto$ciami opcji (uzyskanymi ex post) wycena
z modelu Blacka—Scholesa—Mertona (BSM) jest zawyzona. Podobnie rzecz ma
si¢ z cenami uzyskanymi z wykorzystaniem modelu MS-GARCH, niemniej sa
one nizsze niz uzyskane z modelu BSM.
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Tabela 3. Wycena opcji opcji kupna na WIG20 z terminem wygasnigcia 15.06.2006.
Wycena na dzien 21.07.2006

warto$¢ w | zdyskontowana

e | Sonany | remaoed | ao | warosézana | Bt | OO | g
121 | 2500 | OW2016250 488 406,17 515 | 515 451,32
117 | 2600 | OW2016260 388 322,94 450 | 450 397,77
112 | 2700 | OW2016270 288 239,71 400 | 395 332,89
108 | 2800 | OW2016280 188 156,48 335 | 335 263,12
105 | 2000 | OW2016290 88 73,24 252 | 252 150,43
101 [ 3000 | OW2016300 0 0 178 | 178 98,89
098 | 3100 | OW20i6310 0 0 128 | 134 46,61
095 | 3200 | OW20i6320 0 0 9 99 3248
092 | 3300 | OW20i6330 0 0 66 69 0

089 | 3400 | OW20i6340 0 0 4 | 4675 0

087 | 3500 | OW20I6350 0 0 33 | 303 0

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Z przeprowadzonej analizy, dla pewnego wycinka danych wynika, ze mode-
le MS-AR-GARCH moga stanowi¢ uzyteczne narzedzi wyceny opcji, rowniez
na polskim rynku kapitatowym.
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APPLICATION OF THE MARKOV SWITCHING GARCH MODELS TO
THE WIG20 OPTION PRICING

Abstract The Markov Switching models are an interesting alternative to modelling the vola-
tility of financial assets, as they make it possible to capture the periods of high and low activity
typical for financial markets.. In the article the author tried to use the Markov Switching AR-
GARCH models to the WIG20.

K ey words: option pricing, Markov Switching models, GARCH models.






