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1. Introduction

On considére le probléeme

Lu = f(z,u,A),
(1.1) lim, o u(z) =0, z€R™ n>2 A>0,
u(z) >0,

oll f est une non-linéarité positive surlinéaire et sous-critique, f(z,0,\) > 0 et
limyz|oc f(2,0,A) =0, L = —A +¢?, ¢ > 0. L'opérateur L admet une solution
élémentaire principale G(z,y) [11]. Dans un probléme analogue avec f(z,0,\) =
0, les solutions tendent exponentiellement vers zéro. Dans le probléeme (1.1),
lim)z|_,00 f(7,0,A) = 0 mais pas nécessairement exponentiellement. On intro-
duit dans le paragraphe 2 la notion de poids adapté & G, opérateur intégral de
noyau G(z,y). Dans le paragraphe 3, on donne une majoration a priori pour
les solutions de (1.1) de classe C?, qui améliore la démonstration de [11] grace
3 des résultats de Li [9] (voir Isselkou [6], [7]). Enfin, l'outil essentiel est un
théoreme de point fixe démontré dans [11]. Par rapport au théoréme analogue
dit & Krasnosel’skii cité dans [3], I’hypothése ®(0) = 0 n’existe pas. Grace &
ce théoréme on obtient, pour A assez petit, deux solutions ayant le comporte-
ment asymptotique de f(z,0,A) (voir [10] pour un cas particulier). Citons pour
mémoire dans le cas d’un ouvert borné les travaux de Crandall et Rabinowitz [2],
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de Figuereido, Lions et Nussbaum [3], et dans le cas de R™ les travaux de Zhu
[12] et Chabrowski [1]. Les méthodes employées ici sont entiérement différentes.

2. Espaces 4 poids

Rappelons que 'opérateur L admet une solution élémentaire principale telle

que
e—clz—yl

G(z,y)

(voir [4], [11]). On désigne par G 'opérateur intégral de noyau G(z,y), i.e

~ d—
|z—y|—o00 |$ — yl("—l)/2

o(z) = f Gz, v)o() dy

Soit w : Rt — [1,+o00| une fonction croissante de classe C* telle que w(+00) =
+00. On pose

ws(z) = [w(l2))]’,  6>0
([z| désigne la norme euclidienne dans R™).

DEFINITION 2.1. On dit que w est un poids adapté a G s'il existe trois
constantes positives a,y1,7e telles que pour tout § € ]0,a[ on ait

0<71</Gwy) 68 y < Y2,

wagg dy < e, i€{l,...,n}

/la

EXEMPLES FONDAMENTAUX.

e (2,0)

1. w(t) = e* est un poids adapté & G, avec a = ¢ (cf. [10]).
2. w(t) = 1+t est un poids adapté & G, avec a arbitraire (vérification
immédiate).

Soit w un poids adapté & G et § < a.

DEFINITION 2.2.

Ck ={ue C*R"™) : sup |D*u(z)|ws(z) < o0, |a| < k}.
z€R™

PROPOSITION 2.1. Ck_ est un espace de Banach muni de la norme

ks =D sup |D%u(z)|ws(z)-

le|<k =€
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PROPOSITION 2.2.
(i) Linjection C§, — C(f,&z est continue pour k > 1 et &, > 6,.

(i) L’njection Cﬁ;’;l — C’ﬁﬁz est compacte pour §; > 6.

DEMONSTRATION. (i) est évident.
(ii) La démonstration est analogue A celle de la proposition 7 de [11]. En
effet, cette démonstration est basée sur la propriété suivante:

b1 >68 = lim UJ51_(:B) =
|z|—o00 ws, (x)

PROPOSITION 2.3. L’application G : C°

1 .
ws —* Cu, €st continue.

DEMONSTRATION. Soit u € C3,. Alors
IGu(@)ws(z)| = [ [us@6te ) dyj
< / gjg—gam )l s(y)} dy
<lulossup [ Gz, )22 dy <l

De méme,
;| Sz ) | = | [ s 22 @) dy'

ws(z) | 0G
< eossup [ 20000122 ) dy < il

ws(z)

3. Majoration a priori

On démontre I'existence d’une majoration a priori pour les solutions posi-
tives, de classe C?, tendant vers zéro & I'infini d’équations semi-linéaires ellip-
tiques dans R™. Elle compléte celle de [11). On utilise les résultats de Li [9]
pour assurer que les solutions éventuelles atteignent leur maximum en 0. Soit le

probléme
Lu = g(z,u),

(3.1) lim|g |0 u{z) =0, z€R™ n>2
u(z) > 0.

On fait les hypothéses (H):
(H1) g:R™ xR — R localement héldérienne et z — g(z,t) bornée.
(Hz) 3k €]l,(n+2)/(n—2)[ tel que lim;_,o gz, t)t~* = G(z) uniformément
en x, avec G continue et G(0) > 0.
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(Hs)  g(z,t) = g(|z1] \- .-, |Zal \s 1), la décroissance par rapport & chaque
|z;| est stricte.
(H4) 2} (.’T',t) existe et hmt—»(),l:z:]—voo 9t (Zﬂ,t) =0.

THEOREME 3.1. Sous les hypothéses (H) il eziste une constante M > 0 telle
que pour toute solution u de (3.1) de classe C?, onaitu< M.

DEMONSTRATION. On adapte la démonstration du théoréme 3 dans [11]. On
raisonne par contradiction. Supposons le théoréme faux. Alors il existe une suite
de solutions u, de (3.1) de classe C? telles que

supup(z) =M,  avec lim M, = o0

p—o0

Gréace aux hypoth&ses (H), on 2 M, = u,(0) (cf. Li[9]). On opére un changement
de variables dans R™ et un changement de fonction:

{ T = Ap¥,
up(z) = Ap >/ * Dy (y),

oli Ap est déterminé par /\,2,/ (k_l)lbfp =1. On alimpo Ap = 0.
Soit d > 0 fixé, et Bayx,(0) la boule de R"™ de centre 0 et rayon d/Xp. On a

sup Up(y) = )\12,/(’“_1) sup up(z) =1.
lyl<d/Xp |z]<d

D’autre part, v, est solution de
Avp — A Xvp + )\f,k/(k_l)g()\py, A;z/(k'l)q'p) =0.

Soit R > 0 fixé, tel que Br(0) € By/s,(0). On a v, < 1; d’aprés V'estimation
elliptique dans W24(Bg) on obtient

lvpllwae(8g) < C, Vg.
Grice aux théorémes de Sobolev avec n < ¢ < 2n, on obtient
lvpllco.e(Br) < C (0<p<2—n/q)

(B est arbitraire entre 0 et 1). D’autre part, y — g(Apy, Ap 2/ (k_l)dp) est locale-
ment holdérienne d’exposant u; grace aux estimations de Schauder, on trouve

”'Up||02.~r(§R) <C (v = Bu)

ot C dépend de R mais non de vp. Alors il existe une sous-suite, notée encore
vp, qui converge dans 27 (BRr), 7 < v, vers v. La fonction v est définie sur R™,
et v(0) = 1. De plus, quand p — oo,

gy, A5 1)
)‘;2k/(k—l)vs

U) _, G(0) d’aprés (Hy),
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2lilE= 1)u — 00, d'oll

AZE/ =1 gy, A2/ E=Da) 5 G(0) o ()]E.

car Ay

Par continuité, v est solution de
Av+G(0w* =0  dans R",
v(0) = 1.

Par homothétie,
{ Ay +v* =0 dans R™,

v(0) = 1.
Mais I'équation Av+v* = 0,1 < k < (n+2)/(n— 2), n’a pas de solution positive
de classe C? dans R™ (Gidas et Spruck [5]). On aboutit ainsi & une contradiction.

REMARQUE. L’hypothese (Hs) du théoréme 3.1 est tres forte. Il serait
intéressant d’affaiblir cette hypothese, et d’obtenir l'existence d’une majoration
a priori dans le cas de coefficients tendant vers zéro & I'infini, sans hypothése de
symétrie et de décroissance.

4. Non-lindarités admises

Revenons au probléme (1.1). Comme dans [10], on considére I’équation
intégrale non linéaire
(4.1) U= @)‘ (u)
avec
@3u(e) = [ Gla,)(y,ulw), N dy
On considére les hypothéses suivantes:
(F1)  f:R® xRt xRt - R*, f(z,0,)) = Mh(z), et il existe un poids w
adapté & G et trois constantes o, 3, § (6 < a) tels que
0 < a<hz)ws(z) <8, z € R™

(F2)  t fi(z,t,A) est continue, croissante et fe(z,0,2) > 0.
(F3) 1l existe p < § avec 6k — u(k — 2) < a et deux fonctions positives
w1,02 € Cg“ telles que

p1(z, < fi(a, 8, 0) < Mpa(2)(1+8)F1 (z € Rt € RY).

(F3) X existe p < § avec 6(1 ~ 1/k) + p/k < a et deux fonctions positives
©1,%2 € C) telles que

o1(z, N1 < filz,1,0) Sz, WFL (2 € R™t e RY).

Dans (F3), (Fj), ¢ € CO signifie z — p1(z, ) € C’° (de méme pour 1);
et k est le réel défini dans (Hg)
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DEFINITION. On dira que f satisfait & la condition (C) (resp. (C')) si elle
vérifie les hypotheses (H) et (F1), (F2), (F3) (resp. (H) et (Fy), (F2), (F3)).

EXEMPLES. Dans les exemples ci-dessous toutes les fonctions intervenant
sont positives, localement héldériennes, et vérifient la condition de symétrie (Hz).

1. f(z,t,A) = Aha(z) + c(2)t]%,
h(z) = [h(z)]¥, heCl,,  h(z)ws(z)=2a>0,
1< k<22 ceC, 6k-—pk-2)<a
f vérifie (C).
2. f(z,t,\) = Mh(z) + b(z)t¥],
heCl, hws(z) > a>0 1<k<i,
beCl, 6(1-1/k)+p/k<a.
J vérifie (C').
3. f(z,t,A) = Ah(z) + b(z)tF,
heCl, haws(z) = a>0 1<k<
beCd, 6(1-1/k)+p/k<a.
f vérifie (C').
Dans le premier exemple, f;(z,0, ) > 0, alors que dans le second f; (z,0,A)=0.
Le troisitme exemple est un probléme de perturbation.

Soit maintenant § donné par (F1); on fixe &' tel que
6—p
——<§ <6
P <
Soit E 1’espace de Banach Cgﬁ, et K le cone des fonctions positives de E (K =
{u € E:u(z) > 0,z € R"}).

PROPOSITION 4.1. Si f vérifie (C) ou (C'), les solutions de u = ®(u) dans
K sont dans C3_ et il existe une majoration a priori dans Cy,.

DEMONSTRATION. Soit u une solution de u = ®,(u) dans K. On a
(uwse) ) = [ ws(e)Gla ) F s ), N) o

<) / Gz, y)ws(z)h(y) dy + f ws(2) Gz, yyuly) (v, u(@), V) dy
=\ + .
Or
h= [ua )G(“( ﬁ)h«y)w( ) dy < By

w
(d’aprés la définition 2.1 et (F;)). Pour majorer I, on considére deux cas
séparément.
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1. On suppose que (F3) est vérifiée. Alors on a

L <A / ws(2)G(z, y)u(y) () (1 + u(y))* dy

wa\Z u(y)w 1-p/8
<A / wZEy; G(z, y)[SOz(y)wp(y)]%u(y)u/a(l a1 dy.

D’aprés (F3) et le théoréme 3.1, on obtient
I < Mzllowr2M*/* (1 + M) " (Jjullo.5)—/*,

d’ou
lullos < A2 + Alallow(t + MYF—"ya /5 ([ufo, 51472,
et donc
lleflos < M.

2. Supposons (Fj) vérifiée. On obtient de maniére analogue

L< / ws ()G, y)uly)ba(y, Nu(y)* dy

] [u(y)ws ()l ~+/°

d
wWs—y (y) 4

< Mk—1+u/5/:Z—((:EZl;G(z, ) [¥2(y, Nwp(y)

< lzllo uM*~ 14/ 0y (ffullo,s) =72,

d’ol1 la majoration comme dans le premier cas.
On considére maintenant une équation perturbée

u=q(u+7v), 720,

oll v satisfait aux hypotheéses suivantes:
(i) v(z) > 0 (#0), localement héldérienne, v vérifie (Hj).
(if) si f vérifie (C), v € C_; si f vérifie ('), v € C&_u)/k.

PRrOPOSITION 4.2. Si f wvérifie (C) ou (C'), et si v vérifie les conditions
précédentes, alors les solutions de u = ®,(u + Tv) dans K sont dans Co, etil
eriste une majoration a priori dans E.

DEMONSTRATION. Analogue & celle de la proposition 4.1, le fait essentiel
étant qu’avec les hypotheses faites, ®5(u+7v) € C° s+ Nous donnons maintenant
la forme du théoréme de point fixe utilisée ici. E est un espace de Banach, K
un cone de E. On note

B,={ue K: |y < p}, p>0.

Soient deux nombres r, R tels que 0 < r < R.
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THEOREME 4.1. Soit ® : Bg — K une application compacte telle que

(i) v #s®(u),se0,1,ue K, |u=r,
(ii) il emiste 7o > 0 et ¥ : [0,79] x Bg — K compacte telle que

U(0,u) = ®(u),

(8) 0<7 <7, ueK, |ul =R,
u#U(r,u) st
(b) =10, u€ K, [lu| <R.

Alors @ a au moins deuz points fizes uy # ug tels que

lur]] <7 < fluz| < R.

DEMONSTRATION. 11 est facile de montrer que les conditions du théoréme
4.1 entrainent que les hypothéses du théoréme 5 de [11] sont vérifiées.

5. Théoréme d’existence

THEOREME 5.1. $% f vérifie (C) ou (C'), alors il existe \g > 0 tel que pour
X €10, Ao| le probléme (1.1) ait deus solutions de classe C* dans Cp,.

DEMONSTRATION. On applique le théoréme 4.1 4 P’équation intégrale non
linéaire (4.1); c’est-a-dire, on montre que I'on peut choisir r < R tels que les
hypotheéses du théoreme soient vérifiées, avec U(r, 1) = &, (u-+7v), ol v satisfait
aux hypothéses de la proposition 4.2.

Montrons d’abord que ®) : Ep — K est compacte, pour tout p > 0. On
a ®,(K) C K (cf. proposition 4.2); la compacité de ®, s’obtient grace & la
décomposition

— fw) v GFw) > Glf(w)]

c, — ¢Ci — K

K s
(f: u— (z— f(z,u(x),))).

Dans le schéma. précédent les applications sont continues, la derniére étant com-

pacte.
Vérifions la condition (i) du théoréme 4.1. On démontre en fait
(i)* IXo > O tel que pour tout A € |0, Agl, il existe r > 0 tel que 1'équation

(5.1) u = s®,(u)

n’a pas de solution pour s € [0,1],u € K, |ulj =7r.
Supposons le contraire, soit u solution de (5.1). On aurait

() () = 5 / G, y)ws (@) (v, uly), N) dy

<922 + [ Gla ) (2ulu) iy, u(v), )
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1) Supposons (F3) vérifiée. La seconde intégrale peut &tre majorée par

A [ 6le,v)ws (@utulea) -+ ) dy

< [e@ )[w.s (W)u(@)ee @)L+ u(m)] dy
< /\727‘||‘P2||o(1 + ’f)k L

On obtiendrait

(5.2) gs Y2(8 + M'(r)).

Le nombre r étant fixé, si A — 0 le membre gauche de (5.2) tend vers +co, tandis
que le membre de droite est borné.
2) Supposons (F%) vérifiée; alors

/ G(z, y)ws (x)u(y) f: (y, u(y), \) dy < / G(z, y)ws (z)tha (y, A)u(y)* dy,

d’oll

(5.3) r < A8y + rfye.
On choisit r assez petit pour que
T
C’)‘z’l"k < 5

Le nombre r étant fixé ainsi, (5.3) s'écrit

L’inégalité (5.4) est également impossible, lorsque A — 0. Donc on a prouvé @)*.
Maintenant A est fixé dans |0, X[, et 7 est fixé vérifiant (i)*. Soit v comme
dans la proposition 4.2. Démontrons
(ii)* Il existe R > r , 7p > 0 tels que
(a) u # ®x(u+ 7v) dans K, pour T > 19,
(b) u # @x(u+ 7v) dans K, pour 0 < 7 < 79, ||ul| =
DEMONSTRATION DE (a). D’apres la proposition 4.2, les solutions de u =
@5 (u + Tv) dans K sont dans CJ,. Montrons

LEMME 5.1. L’équation u = <I>>‘(u + 7v) n’a pas de solution positive dans
CQ, pour T assez grand.

DEMONSTRATION. Supposons le contraire, c’est-a-dire, il existe une solution
positive de u = @, (v 4 7v) dans CJ, pour 7 grand. On aurait alors

u(z) = / Gz, 9) f(y, u(y) + T0(), A) dy

> [ Gla, )W) + o1, Nule)r* o) ay,
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d’ol1 pour une solution
u=®,(u+7v) > AGh+ 771G (up;v*1).
Posons p = @1v*~1; alors p € C_, avec
pu+(6—p)k—1)  si(F3) est vérifiée,
N { p+ (6 —p)(k—1)/k si(Fj) est vérifiée.
Notons G, 'opérateur linéaire
u o — pu S Glew) o Glew),

cl, — CY — CL —  CY,.

Wy+35 Wy+s

G, est un opérateur linéaire positif compact de C, dans lui-méme si v+ 6 < a,
soit 6k + u(k — 2) < a si (F3) est vérifiée et 6(1 — 1/k) + p/k < a si (F3) est
vérifiée, ce qui est vrai par hypothése. Soient K le cone des fonctions positives
de CY, et (K)* le cone dual de K dans (C,)*, dual de CJ,:

(K)* = {we (C,)* : (w,2) 2 0,Vz € K}
ot (-,-) désigne la dualité entre C3, et (CD )*.

LEMME 5.2. Il existe e; € (I?)* et A1 > 0 tels que

G*el = —€1.

DEMONSTRATION. D’apres le théoréme 6.2 de Krein et Rutman [8], il suffit
de montrer qu’il existe u € C),u >0, ||lullo,s = 1 et d > O tels que
(5.5) G, u(z) 2 du(z).
On choisit u & support compact; si z ¢ suppu, l'inégalité (5.5) est triviale. Si
I € supp u, soient
o =inf [ Glan)plw)uts)dy, ez = supu(e).
x
Alors
c Cc2 Ca
u@) sa=2a <2 [ G ruw)dy = 2e,u)
&1 1 C1
d’ol (5.5) avec d = cz/c1.
Revenons & la démonstration du lemme 5.1. Prenons

T0 > )\i/(k—l).

Alors pour 7 > 79, on aurait

(u,e1) = (®r(u+7v),€1) > A(Gh, e1) + 751G u, e1)
Tk—l
= MGh,e1) + —(u, 1),
AL
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soit
(5.6) (u,e1)(1 = 7571 /A1) > M(Gh, e1).

D’aprés (F1) et la définition 2.1, Gh est dans lintérieur de K. Donc (Gh, e1) > 0.
D’autre part, (u,e1) > 0et 1—7%~1/); < 0. L’inégalité (5.6) est alors impossible,
ce qui termine la démonstration du lemme.

COROLLAIRE. L’équation u = ®x(u+ 7v) n’a pas de solution dans K pour
T > 79, ce qui termine la démonstration de (a).

DEMONSTRATION DE (b). Soit 7 fixé dans [0, 70]. D’apres la Proposition 5.2,
il existe une majoration a priori dans K pour les solutions de u = @, (u+7v), soit
lullo,ss < N. On montre que cette estimation est uniforme en 7, en reprenant
I'argument de la démonstration du théoréme 3.1. Soit R > N; alors (b) est
vérifiée.

Il en résulte que @, a deux points fixes u; # up dans K, avec |luif < r <
|luz|l < R. Par des arguments standard, on montre que ces points fixes sont des
solutions de classe C? du probléme (1.1). D’autre part, d’apres la proposition
4.1, ces solutions sont dans CJ,.
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