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Abstrakt: Wsréd wielu metod analizowania wzajemnego wptywu rynkéw finansowych na §wiecie bardzo
popularnym podejSciem staje si¢ metoda warunkowej macierzy wariancji-kowariancji zaktadajaca, ze stopy
zwrotu danego instrumentu finansowego pochodza z pewnego rozktadu wielowymiarowego i zalezne sa od
zmian kursowych innego instrumentu. W pracy dokonano préby wyznaczenia optymalnego modelu opisujace-
go warunkowg struktur¢ zaleznosci w zakresie zmian zachodzacych w jednej gospodarce na sytuacj¢ ekono-
miczng w innej. Do tego celu postuzono si¢ danymi charakteryzujacymi gietdy réznych panstw, ktére zosta-
ty wybrane do badania za pomoca metod taksonometrycznych. Na podstawie przyjetych szeregéw czasowych
zbudowano kilka wielowymiarowych modeli klasy GARCH (Multivariate GARCH) w kontekscie praktyczne-
go ich wykorzystania do oceny powiazan ekonomicznych gospodarek.

Wprowadzenie

Badania nad wzajemnym wptywem rynkéw finansowych w réznych czg¢sciach
Swiata trwaja juz od wielu lat, jednak problem ten pozostaje wciaz aktual-
ny szczeg6lnie w obliczu wydarzen z potowy 2008 roku. Od momentu, gdy
na amerykarskim rynku kredytowym nastapit kryzys i pojawity si¢ pierwsze
straty na gietdach, inwestorzy zacz¢li masowo wycofywaé Srodki finanso-
we z parkietu, aby ulokowac je w bezpiecznych obligacjach skarbu paristwa.
Sytuacja niepewnoSci szybko przeniosta si¢ na stary kontynent i w konse-
kwencji w ciagu kilku dni i tygodni na kazdej gietdzie widoczne byty spekta-
kularne spadki cen waloréw, czasami skutkujace zawieszaniem sesji gietdo-
wych. Dzigki nagto$nieniu w mediach ,,chaosu ekonomicznego” na §wiecie
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ucichty wszelkie dyskusje, czy gospodarki (w tym gieldy) poszczeg6lnych
panstw sg od siebie istotnie zalezne, a analitycy skupili si¢ na badaniu sity
i kierunku tego wplywu. Wydaje si¢, ze terazniejsze ekstremalne wydarze-
nia bedg stanowic za kilka miesi¢cy idealny materiat dla ekonometrykéw do
zbadania powigzan makroekonomicznych. Juz dzi§ natomiast sg interesuja-
cym obszarem do rozwijania narzedzi badawczych dla tych celéw. Celem
niniejszego artykutu jest zbadanie relacji migdzy gietdami papieréw warto-
Sciowych, ktére wczesniej zostaly pogrupowane metodami taksonometrycz-
nymi w rozdzielne klasy. Praca jest kontynuacja wcze$niejszych badan au-
tora nad klasyfikacja gietd na $wiecie, ktére obecnie beda analizowane pod
wzgledem wzajemnego oddziatywania. Narzedziami badawczymi zastoso-
wanymi w tym celu sg wielowymiarowe modele klasy GARCH (Multivaria-
te GARCH Models).

Klasyfikacja gield

Przystepujac do analizy wzajemnego wptywu gospodarek lub samych gietd
papieréw wartoSciowych (jako ich reprezentantéw), warto wczeSniej zba-
da¢, czy poréwnywane kraje sa do siebie podobne, czy pochodza z zupet-
nie odleglych sobie obszaréw ekonomicznych. Inng warto$¢ bedzie bowiem
miata informacja, ze dwie, trzy podobne gieldy europejskie silnie ze sobg
koreluja w zakresie stop zwrotu, a inng — gdy wplyw zmian kursu Nasdaq
z wczorajszego dnia bedzie istotnie regulowat ksztaltowanie indeksu matej
gietdy w Azji. W celu usystematyzowania powigzan migdzygietdowych po-
mocne staly si¢ metody taksonometryczne, ktére postuzyty do pogrupowania
najwigkszych parkietéw w rozlaczne klasy. Wsrdd nich duza efektywnoscia
wykazaty si¢ metody aglomeracyjne i podzialowe, pozwalajace w przejrzysty
sposob zaprezentowac wyniki klasyfikacji, dlatego w niniejszej pracy zdecy-
dowano si¢ przytoczy¢ wyniki jednej z nich — metody gtéwnych sktadowych.
Na rysunkach 1 i 2 zaprezentowano podzial 50 najwickszych gietd papie-
réw wartoSciowych(przyjete do badania gietdy stanowig ponad 80% kapi-
talizacji Swiatowego rynku papieréw warto$ciowych liczacego okoto 330
parkietéw) na kilka grup w przestrzeni dwéch sktadowych, agregujacych
najwazniejsze kryteria poréwnawcze: kapitalizacj¢ gietdy, liczb¢ notowa-
nych spoétek, liczbe transakcji, warto$¢ obrotu akcjami, stopy zwrotu na
gléwnych indeksach gietdowych itp. Szczegdty przeprowadzonych klasy-
fikacji znajduja si¢ w cytowanych pracach [Chrusciniski 2007 i 2008]. Za-
mieszczone wyniki analiz taksonometrycznych maja postuzy¢ jako podstawa
do zbadania kierunku przeptywu informacji pomig¢dzy poszczeg6lnymi gru-
pami parkietow.
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Rysunek 1. Rozklad gietd w przestrzeni dwéch gléwnych sktadowych dla danych od
stycznia do grudnia 2007 roku
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Zrédto: T. Chruscinski, Analiza wielowymiarowa gietd papierow wartoSciowych na
Swiecie, -Wiadomosci Statystyczne, GUS, Warszawa 2008, nr 9, s. 53.

Rysunek 2. Rozklad gietd w przestrzeni dwoch gléwnych sktadowych dla danych od
stycznia do grudnia 2006 roku
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Zrédto: T. Chrusciriski, Klasyfikacja gietd papieréw wartoSciowych z wykorzystaniem
metod taksonometrycznych, [w:] Metody ilosSciowe w badaniach ekonomicznych, pod
red. B. Borkowskiego, Wyd. SGGW, Warszawa 2007, s. 42.
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Pomimo réznych okreséw analiz oraz réznych zastosowanych zmien-
nych grupujacych, te same gietdy zostaly podzielone, jak wynika z rysun-
kéw 1.1 2., na podobne grupy. Fakt ten pozwala sformutowaé¢ wniosek, ze
z pewng tolerancja przedstawiona klasyfikacja dos¢ obiektywnie traktu-
je odregbnos¢ analizowanych grup parkietow. W obu badaniach osobng kla-
s¢ tworzg gietdy o stabej informacyjnie efektywnosci inwestycji (wyzsze od
Sredniej stopy zwrotu), osobng — gietdy najbogatsze w walory i kapitat oraz
osobng (najwigksza) — parkiety o umiarkowanym rozwoju gospodarczym.

Wielowymiarowy model klasy GARCH

Dysponujac mapa podziatu gietd, wynikajaca z poprzednich analiz autora,
podjeto probe okreslenia, w jakim kierunku przeptywajq informacje pomie-
dzy wyodrebnionymi grupami, a tym samym zbadania, jaki jest wzajemny
wptyw ich oddzialywania. W badaniu postuzono si¢ wielowymiarowym mo-
delem MGARCH, opierajac si¢ na dziennych stopach zwrotu z gtéwnych in-
dekséw. Poniewaz trudno$cig byloby przeanalizowanie zmian wszystkich
indekséw, zdecydowano si¢ na wybdr reprezentantow grup i do specyfikacji
rownan modelu przyjeto proste stopy zwrotu (1) z indekséw: Nasdaq, Dow
Jones, S&P500, DAX, CAC40, FTSE100, SSE Comp. oraz WIG20.

Punktem wyjScia analizy sa pojecia warunkowych wartosci oczekiwa-
nych, warunkowej macierzy wariancji-kowariancji oraz warunkowego roz-
ktadu standaryzowanych reszt modelu, danego réwnaniem:

nzloo(hpt_hPz—l)zut+8tzut+\/h_tzt’ (D

gdzie P - wartoS¢ indeksu w okresie ¢, P_, - wartoS¢ indeksu
w okresie 7-1, U, — warunkowa wartoS¢ oczekiwana stopy zwrotu r, w chwi-
liz(u, = E[rt |1, ]), €, —reszta modelu, 4, — warunkowa wariancja stopy
zwrotu w chwili 7 (h, = Var[rt |1, ]), z, — niezalezne reszty modelu o zero-
wej Sredniej i jednostkowej wariancji, I, — informacja dostgpna w chwili 7.

Wigcej informacji metodologicznych na temat modelowania proceséw
stochastycznych mozna znalez¢é w literaturze [Kosko, Osiniska, Stempinska
2007; Osiniska 2006]. W niniejszym artykule skupiono uwage na najwazniej-
szych kwestiach konstrukcji modelu MGARCH.

Chociaz od zaproponowania przez Engla [5] w 1982 roku i Bollersleva
[2] w 1986 roku jednoréwnaniowych modeli ARCH i GARCH mingto po-
nad 20 lat, ich podejscie do zmiennych w czasie wariancji stop zwrotu jest
wcigz aktualne i rozwijane. Naturalnym rozszerzeniem modeli GARCH na
potrzeby analiz rynkéw finansowych stat si¢ wprowadzony przez Bollersleva
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w 1988 roku model wielowymiarowy MGARCH (Multivariate GARCH).
W czegéci empirycznej niniejszej pracy ten wiasnie model postuzy do opisa-
nia wzajemnego wptywu gield na §wiecie.

Ogodlna posta¢ modelu wielowymiarowego, ktory jest odpowiednikiem
jednorownaniowego modelu GARCH(1,1) okreslona w pracy [1] nazwa
VECH-GARCH dana jest r6wnaniem:

vech(H , )= vech(W )+ Avech@f_l €, )+ Bvech(H ), 2)

gdzie operator vech(-) jest operatorem wektoryzacji symetryczne;j.

Aby estymacja modelu (2) byta poprawnie przeprowadzona, konieczne
jest spetnienie szeregu warunkéw. Nalezy zapewni¢ dodatnig okreslonosé
i stacjonarnos¢ macierzy H, dla kazdej chwili 7, co wymaga dodatniej okre-
Slono$ci macierzy A oraz B i jest zwigzane z wprowadzeniem bardzo skompli-
kowanych nieliniowych warunkéw ograniczajacych. Podstawowa konsekwencja
pelnej postaci rownania VECH jest konieczno$¢ oszacowania duzej liczby para-
metréw, ktéra juz modelu dwuwymiarowym wynosi 21. Problemy te powo-
duja, ze model znalazt mate zastosowanie w praktyce. Rozwigzaniem oka-
zaty si¢ modele z diagonalnymi macierzami A i B, ktére zredukowaly liczbe
szacowanych parametrow i wyeliminowaty tzw. efekt przenikania warian-
cji poprzez uzaleznienie elementéw macierzy H, od swoich przesztych war-
tosci h; , oraz iloczynéw bledow z chwili ¢ (8” ;7.)- Ogolna postac diago-
nalnego modelu VECH (DVECH) jest nast¢pujaca:

H =W+A.€le, WBoH, 3)
= ivech(diag(4)) B = ivech(diag(B))

gdzie iloczyn X oY to iloczyn Hadamarda, a ivech(—) jest operatorem
odwrotnym do vech()

Po sprowadzeniu macierzy A i B do ich postaci diagonalnych otrzymuje-
my ostateczng posta¢ modelu DVECH (4), ktéra jest rozszerzeniem modelu
GARCH(1,1) [por. 9].

2
hy =0 ta g +b, by i1
hy =0y ta, €8, t b, h i1 4)

2
h, =0, ta e, |+ b, h, P

Szczegbdlng odmiang modelu VECH jest model BEKK, ktéry w prosty
sposOb rozwigzuje problem braku dodatniej macierzy kowariancji. Poniewaz
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jednak trudno uzyska¢ stacjonarno$¢ macierzy H, oraz matq liczbg szaco-
wanych parametréw [por. 8], podobnie stosuje si¢ diagonalne macierze
A1 B uzyskujac model DBEKK (2):

H, =W'W+A4"¢, ¢, A+B"H, B. 5)

Dzigki zastosowaniu postaci diagonalnych mozna zastosowaé estymacije
kazdego z réwnan modeli (3) i (5) osobno, unikajac w ten sposéb szeregu
probleméw optymalizacyjnych metody najwigkszej wiarygodnosci dla kilku
rownan jednoczesnie. W przyktadzie empirycznym zastosowano maksyma-
lizacje funkcji najwigkszej wiarygodnosci okre§lona wzorem:

1 .
LLF=—EZE1|Ht|+8tH[‘8t]. ©6)
=1

Badanie zaleznoSci migdzy wybranymi indeksami
gieldowymi za pomoca modelu MGARCH

Do badania wykorzystano dzienne stopy zwrotu na giéwnych indek-
sach gieldowych z wybranych krajow pochodzacych z klasyfikacji na ry-
sunkach 1 i1 2. Szeregi czasowe dostosowano do poréwnywalnosci po-
przez usunigcie stép zwrotu dla okreséw, w ktorych brakowalo danych
choéby dla jednego okresu. Ostatecznie otrzymano 2122 obserwacji
z okresu od stycznia 2001 roku do wrze$nia 2008 roku. Dla tak przygoto-
wanych danych zbudowano modele klasy diagonal VECH, diagonal BEKK
oraz dla poréwnania model statej korelacji warunkowej CCC w celu oceny,
ktéry z nich bedzie najlepiej dopasowany do rzeczywistosci. Po oszaco-
waniu kilkudziesigciu modeli zdecydowano si¢ na wykorzystanie warun-
kowego rozktadu ¢-Studenta, ktéry dat lepsze rezultaty oszacowan para-
metrow niz rozktad normalny. Wszystkie obliczenia dokonano w programie
EViews.

Celem badania bylo okreslenie kierunku wptywu gietdy reprezentujace;j
jedna grupe¢ na reprezentanta innej, dlatego, majac do dyspozycji stopy zwro-
tu z 8 indekséw, prébowano 136 wielowymiarowych kombinacji. Ostatecz-
nie zdecydowano si¢ na zaprezentowanie wynikéw 20 z oszacowanych
modeli z zaznaczeniem, ktora metoda estymacji data najlepsze rezulta-
ty. Kryterium wyboru byla warto§¢ AIC. Wyniki poréwnar przedstawia
tabela.
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Tabela. Poréwnanie wynikéw estymacji modeli wedtug kryterium AIC

Wartosci kryterium AIC

Model Optymalny
DVECH |DBEKK |CCC model
O=f(®,0); ®=f(®,®); @=f(@) -18,56881 | -18,54161 |-18,58341 | DBEKK

O=£(®,0); ©=f(3,0); ®=f(3,®,®) | -19,55934 | -19,53806 | -19,51832 | CCC

0=f(®@,0); ®=f(3,®,0); O=f(®) | -18,71817 |-18,69298 |-1874155 | DBEKK
D=f(®,0); ®=f(3,®,0); O=f(®) | -18,72976 |-18,70648 |-18,75357 | DBEKK
D=f(®,0); ®=f(3,0,0); ®=f(®) | -18,78430 |-18,76265 | -18,80498 | DBEKK

0=f(@,0); ®=f(®,0); @=f(®) -17,91913 | -17,89685 | -17,93182 | DBEKK
0=f(Q,®); ®=f(3,0); O=f(®) -18,61192 | -18,58617 | -18,62517 | DBEKK
O=f(®,0); ®=f(3,0); ®=f(®) -18,65632 | -18,63116 | -18,67265 | DBEKK
0=f(@,0); ©=f(®,0); @=f(®) -18,65502 | -18,63271 | -18,68123 | DBEKK
0=f(Q,?); @=f(®,0); O=f(®) -19,33070 | -19,30723 | -19,35255 | DBEKK
O=f(®,0); ©=f(3,0); ®=f(®) -19,39627 | -19,37578 |-19,41151 | DBEKK

®=f(D,0); =f(3,0); D=f(@,®) | -18,30720 |-18,27133 |-18,31225 | DBEKK
®=f(D,@); O=f(3,0); D=f(®,0) | -18,30173 |-18,26822 |-18,30554 | DBEKK
®=f(D,@); =f(3®,0); ®=f(®,®) |-18,31221 -18,27619 |-18,31547 | DBEKK
0=f(®,0,0); ={(3,0); ®=f(®,®) | -21,34503 | -21,32210 |-21,29213 | CCC
0=f(®,0,0); O=f(®); ©=f(®,®) |-20,53038 |-20,50482 |-20,47969 | CCC
©=f(®,0,0); O=f(®), D=f(®,0) |-20,46794 | -20,44266 | -20,47782 | DBEKK
©=f(®,0); O=(3,0,0); O=f(@) |-20,53038 |-20,50482 |-20,47969 | CCC
©=f(®,0); O=(3,0,0); O=f(®,®) | -21,34503 | -21,32210 |-21,29213 | CCC
@=f(®,0); O=(3,0,0); O=f(@) | -20,46794 | -20,44266 | -20,47782 | DBEKK

Objasnienie: z uwagi na ograniczona objetos¢ artykutu w zapisie modeli wieloréw-
naniowych postuzono si¢ symbolika opisujaca stopy zwrotu: @ —r (WIG20), @ —r,
(NASDAQ), ® —r (S&P500), @ —r, (DJIA), ® —r, (CAC40), ® —r (DAX), @ -,
(FTSE250), ® —r, (SSE Comp.).

Zrédlo: obliczenia wiasne w programie EViews 6.0

Zakonczenie

Przeprowadzone badanie z wykorzystaniem 8 indekséw jako reprezentan-
tow grup gietd papieréw wartoSciowych wyznaczonych metodami takso-
nometrycznymi pozwolito na okreSlenie kierunku oddzialywania na siebie
poszczegdlnych gospodarek. I tak, najbogatsze i najbardziej rozwinigte par-
kiety, ktore stanowig zbiory 1-, 2-elementowe (NYSE, Nasdaq), zaleza tyl-
ko od siebie wzajemnie, tzn. nie reaguja na zmiany kursowe innych indek-
sOow. Gieldy z najliczniejszej grupy umiarkowanych, do ktérych zaliczono
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niemiecka, francuska, londynska oraz polska, silnie zalezg szczegdlnie od
amerykariskich zmian indeksu S&P500, a ponadto od siebie (FTSE100,
CAC40, DAX) z pominigciem WIG20. Warszawska gietda ma jednak swoj
wspotudziat (tacznie z gieldg londyniska) w ksztattowaniu si¢ sytuacji na par-
kietach w Chinach (SSE Comp.). Widoczny jest zatem $§wiatowy przeptyw
informacji z dnia poprzedniego od ,niezaleznych” gield amerykanskich
w kierunku wigkszych parkietéw europejskich, a nastgpnie w strong Wscho-
du. Zastosowane modele potwierdzily intuicyjne przypuszczenia o przewa-
dze bogatszych gospodarek nad biedniejszymi, a ich kolejne aplikacje na
wigkszym zbiorze gield moga poméc ujawni¢ mniej wyrazne finansowe po-
wigzania miedzy krajami. W zakresie badania wzajemnego oddziatywania
rynkéw kapitatowych najlepsze wyniki zwracat diagonalny model BEKK.
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An Application of Multivariate GARCH Models for the Research
Purposes of the Interactions of the Financial Markets

Summary

The article presents information about taxonometric methods of stock-markets classification and
selected Multivariate GARCH models. The main emphasis is laid on those markets (countries),
which influence others. So far, research has been geared towards three kinds of measurements:
diagonal VECH models, diagonal BEKK models, and Constant Conditional Correlation. According
to the results obtained, the DBEKK model is optimal for most data-sets.



