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ZA POMOCA PROCESOW DECYZYJNYCH MARKOWA

Zarys tre§ci. W pracy opisano teoretyczne podstawy procesow decyzyjnych Markowa
(MDP), przedstawiono algorytmy wyceny europejskich opcji kupna i sprzedazy oraz amerykan-
skich opcji kupna wykorzystujace MDP. Wyniki poréwnano z wycenami uzyskanymi metoda
Blacka—Scholesa.
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WSTEP

Wycena opcji na instrumenty finansowe jest bardzo istotnym zagadnieniem
we wspotczesnym $wiecie. Wiele podmiotdow obecnych na rynkach finanso-
wych stosuje zaawansowane metody wyceny by wykry¢ niedoszacowane lub
przeszacowane opcje i zyska¢ na ich kupnie badz sprzedazy. Doktadna wycena
jest tez wazna gdy wystawia si¢ opcj¢ poza rynkiem regulowanym i nie ma
poréwnania do cen rynkowych.

W pierwszej czeSci pracy przedstawiono teoretyczne podstawy procesoOw
decyzyjnych Markowa (MDP — Markov Decision Processes). Nastepnie opisano
model rynku finansowego ktory postuzyt do skonstruowania uzytego algorytmu
wyceny opcji. Nastgpnie dokonano wyceny europejskich opcji kupna i sprzeda-
zy oraz amerykanskich opcji kupna. Wyniki poréwnano wyniki z rezultatami
uzyskanymi metoda Blacka—Scholesa.
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212 Stawomir Mentzen

1. TEORETYCZNE PODSTAWY MDP

Definicja 1.
Na model MDP sktada sig:
1. Dyskretny i przeliczalny zbior stanéw procesu S'.
2. Dyskretny zbioér mozliwych do podjecia decyzji (akcji) w stanie s S .
3. Nieskonczony, dyskretny zbior etapow podejmowania decyzji T .
4. Zbior skonczonych wyptat przyznawanych natychmiast po podjgciu decyzji
r(s,a), seS,acA,.
5. Warunkowe prawdopodobienstwa przej$cia do kolejnego stanu p(:|s,a),
seS,aecA,.

Innymi stowy, przebieg procesu wyglada nastgpujaco. Na kazdym etapie
decyzyjnym proces znajduje si¢ w jakim$ stanie. Do kazdego stanu przypisany
jest zbior mozliwych do podjecia akcji, zbidor wyptat za wybranie poszczegol-
nych akcji i zbiér prawdopodobienstw przejscia do innego stanu po podjeciu
odpowiedniej decyzji. W momencie podj¢cia decyzji przyznawana jest natych-
miastowa wyplata, zalezna jedynie od stanu w ktérym znajduje si¢ proces, etapu
decyzyjnego i podjetej decyzji, nastepnie proces zgodnie z okreslonym prawdo-
podobienstwem przechodzi do innego stanu, gdzie na kolejnym etapie decyzyj-
nym znowu podejmowana jest akcja.

Celem rozpatrywania danego modelu MDP jest znalezienie takich regut
podejmowania decyzji, ktore beda maksymalizowaé warto$¢ otrzymywanych
nagrod w czasie trwania procesu. Regule podejmowania decyzji nazywamy
markowowska, jesli w kazdym stanie i na kazdym etapie decyzyjnym, decyzja
jest podejmowana jedynie w oparciu o wybrang akcje i stan w ktérym znajduje
si¢ proces. Nie ma znaczenia historia procesu, jedynie jego aktualna sytuacja.
Definicja 2.

Polityka, planem lub strategia nazywamy zestaw regul decyzyjnych okreslaja-
cych podejmowane akcje w kazdym momencie decyzyjnym. Polityke oznacza-
my w sposob nastepujacy: 7 =(d,,d,,....d ), gdzie d, jest zbiorem decyzji
podejmowanych dla kazdego stanusna etapie decyzyjnym ¢ dla
t=12,..,N—-1, N <. Polityke¢ nazywamy stacjonarna, jesli d, =d dla kaz-

dego teT, gdzie d, DtMD jest ustalong reguta (Hu, Yue, 2008, s.2).
Od tego momentu przyjmujemy nastepujace zalozenia upraszczajace model
1 jego notacje:

1. Stacjonarno$¢ funkcji wyptat i prawdopodobienstw przejscia. Zarowno
wyplaty r(s,a), jak i prawdopodobienstwa przejscia p(j|s,a) nie zmie-
niajg si¢ przy przechodzeniu z jednego etapu decyzyjnego do kolejnego.

2. Otrzymywane wyplaty sa ograniczone, |r(s,a)|<o dla kazdego ae 4,
ises.

3. Stacjonarno$¢ polityki, d, =d dla kazdego reT.
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Niech v”(s) oznacza warto$¢ oczekiwang wszystkich nagréd procesu, przy

zatozeniu nieskonczonego horyzontu czasowego, uzycia polityki 7 oraz rozpo-
czecia procesu od stanu .

V7 (s)=EZ {Z o )}.

t=1

Poniewaz tak zdefiniowana warto$¢ oczekiwana nie uwzglednia czynnika
czasu, na ogét prowadzi¢ bedzie do wartosci nieskonczonych. Dlatego w dal-
szej czesci pracy stosowany bedzie zdyskontowany MDP. Jest on znacznie bliz-
szy rzeczywistosci. Odpowiada za to zarowno inflacja, jak i preferencja czaso-
Wwa, sprawiajgca, ze wyzej ceni si¢ terazniejszy zysk od tego w przysztosci.
Definicja 3.

Wartos$cig oczekiwang procesu zdyskontowanego jest (Kadota i inni, 2006):

vi(s)=E {i A7 (s,0a, )}

t=1
dla 0< 4 <1.
Definicja 5.
Polityka optymalng nazywamy polityke v, =supv;.

Przy dotychczasowych zatozeniach warto$¢ optymalnej polityki v; mozna wy-
znaczy¢, korzystajac z rownan Bellmana:

acA jes

s

v,(s)= SUP{F(S, a)+ Y Ap(jls,a)v, (j)}
dla s € S (Puterman, 2005, s. 147).

2. WYCENA OPCJI AMERYKANSKIE]J

Opcja amerykanska jest obecnie raczej rzadko spotykanym rodzajem opcji.
Wtasciciel opcji ma prawo do zakupu (w przypadku opcji kupna) lub sprzedazy
(dla opcji sprzedazy) w dowolnym dniu w trakcie waznos$ci opcji ustalonej ilo-
$ci instrumentu finansowego po okreslonej cenie, nazywanej ceng wykonania.
Parametrami koniecznymi do dokonania wyceny sg: zmienno$¢ instrumentu o,
wolna od ryzyka stopa procentowa r, cena wykonania K, obecna cena instru-

mentu finansowego S, oraz czas pozostaty do wykonania opcji 7.
W pracy przyjeto zatozenia z modelu dwumianowego. W czasie ot cena

J5

. . . . —oist .
instrumentu moze wzrosnaé¢ e’¥°" razy lub spasé e oot . Stad cena instrumen-

tu w momencie ¢ + d¢ wynosi:
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¢ us, =S,ea*/5

t+ot >
ds, = §,e N
z prawdopodobienstwem arbitrazowym, odpowiednio ¢ i 1—¢g (Weron, 2005,
s. 161). Prawdopodobienstwo arbitrazowe wyznacza wzor:
rot

g= e’%t _ oo
oo _ o

Zastosowanie miary arbitrazowej sprawia, ze podczas pracy algorytmu ciag
kolejnych warto$ci v"(s) tworzy martyngat, czyli taki proces, ktorego warto$¢

oczekiwana w przysztosci jest roOwna jego obecnej wartosci (Weron, 2005,
s. 151).

Proces jest dyskontowany parametrem A ktéry wynosi A = e”. Poniewaz
opcja moze by¢ wykonana w kazdej chwili do momentu jej wygasniecia, wla-
$ciciel ma w kazdym stanie dostgpne dwie akcje. Pierwsza a, oznacza niewy-
konanie opcji, dla kazdego s nagroda r(a,,s)=0.Druga dostepng akcja jest a,
oznaczajaca wykonanie opcji. Wybranie akcji a, powoduje otrzymanie wyptaty
w  wysokosci  r(a,,s)=max(0; s —K) w przypadku opcji kupna oraz
r(a,,s)=max(0; K —s) dla opcji sprzedazy.

Warto$¢ opcji kupna mozna obliczy¢ korzystajac z ponizszego algorytmu
(Bauerle, Rieder, 2011, s. 333):

1. Nalezy ustalic n=01 dla kazdego se{S,d*u""*|0<k<N} obliczy¢
v (s) =max(0; s — K).
2. Zwickszyéno 1 idlakazdego s € {S,d u™"*|0<k<N-n}
v} (s) = max {015 = K: A(gvy ™ (us) + (1 - q)v; ™ (ds)}.

3. Jesli n= N algorytm konczy dziatanie a wartoscig opcji jest viv (s),
w przeciwnym wypadku nalezy wroci¢ do punktu 2.
Aby wyceni¢ opcje sprzedazy, wystarczy zamieni¢ s —K na K —s.

N = = jest zardwno ilo$cig stanoéw, jak i ilosci etapdw decyzyjnych procesu,
t

dlatego wyznacza odstep czasu pomiedzy kolejnymi decyzjami o wykonaniu
badz niewykonaniu opcji.

Opisany wyzej algorytm wymaga komentarza, poniewaz jest nietypowy dla
procesow decyzyjnych Markowa. Z reguly stosuje sic¢ MDP do znajdowania
optymalnych decyzji dla poszczegodlnych stanéw. W tej pracy nie jest istotne,
jakie decyzje nalezy podjac, czyli przy jakiej cenie instrumentu nalezy zreali-
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zowaé opcje a przy jakiej nie powinno si¢ tego robié. Istotny jest sam fakt, ze
podejmowane decyzje sg optymalne. Dzigki temu ostatnia warto$¢ oczekiwana
procesu v} (s) musi byé prawidtowa wycena opcji.

Za pomoca opisanego wyzej algorytmu wyceniono amerykanskie opcje
kupna o nastepujacych parametrach: K =100, »=0,05, 0 =0,2, T =1 rok. Pa-
rametry majg wartosci umowne, jednak ich warto$¢ jest zblizona do realnych
wartosci spotykanych na gieldach. Pierwszym etapem pracy bylo wyznaczenie
prawdopodobienstwa arbitrazowego ¢ Dla wszystkich omawianych w pracy
przypadkow uzyskano w przyblizeniu ¢ =0,532. Nastepnie por6wnano wyceng
z wyceng uzyskang za pomoca metody Blacka—Scholesa.

Ceng amerykanskiej i europejskiej opcji kupna w modelu Blacka—Scholesa
wyznacza si¢ z nastepujacego wzoru:

P=S,N(dl)-Kexp(-rT)N(d2),
gdzie:

ln(igj +rT
dl=——-_

JoT

+0,504T ,

ln[oj +rT
K
d2=—"2—— —050VT.
voT
N jest dystrybuantg rozktadu normalnego.
Na wykresach oraz w tabelach ponizej znajduje si¢ poréwnanie obydwu

wycen dla warto$ci poczatkowych instrumentu finansowego wynoszacych od
80 do 120 jednostek.

30

25 xX

20 wxx

15

10 xxx"

5 . X

Cena akcji S

Wykres 1. Cena amerykanskiej opcji kupna

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Tabela 1. Wyceny amerykanskiej opcji kupna o cenie wykonania 100 dla ceny poczat-

kowej S
S B-S MDP Btad S B-S MDP Btad
80 1,88 1,85 -1,711% 100 10,35 10,25 -0,99%
81 2,10 2,12 1,11% 101 11,07 10,99 -0,65%
82 2,32 2,40 3,39% 102 11,78 11,74 -0,34%
83 2,54 2,68 5,28% 103 12,50 12,49 0,07%
84 2,82 2,95 4,64% 104 13,22 13,24 0,17%
85 3,20 3,23 0,99% 105 13,94 13,99 0,38%
86 3,58 3,51 -1,88% 106 14,66 14,74 0,57%
87 3,95 3,79 -4,21% 107 15,37 15,49 0,75%
88 4,33 4,06 -6,14% 108 16,09 16,24 0,91%
89 4,70 4,55 -3,24% 109 16,81 16,99 1,06%
90 5,08 5,07 -0,21% 110 17,61 17,74 0,71%
91 5,46 5,59 2,40% 111 18,46 18,49 0,15%
92 5,93 6,10 2,94% 112 19,30 19,23 -0,36%
93 6,48 6,62 2,16% 113 20,15 19,98 -0,83%
94 7,03 7,14 1,49% 114 21,00 20,81 -0,88%
95 7,59 7,66 0,93% 115 21,84 21,72 -0,59%
96 8,14 8,17 0,44% 116 22,69 22,62 -0,32%
97 8,69 8,69 0,01% 17 23,54 23,52 -0,06%
98 9,24 9,21 -0,36% 118 24,39 24,43 0,17%
99 9,80 9,73 -0,69% 119 2523 25,33 0,39%
120 26,11 26,24 0,47%

Zrodlo: obliczenia wlasne.

W wigkszosci wypadkdéw obie wyceny dzieli roznica ponizej jednego pro-
centa. Dla pojedynczych wartosci cen poczatkowych potrafi ona jednak wzro-
snaé¢ do nawet szesciu procent. Srednia wartos¢ bezwzglednych roznic w cenie
wynosi 1,3%. Oznacza to, ze przewaznie wycena uzyskana za pomocg MDP
jest zblizona do ceny wynikajacej z metody Blacka—Scholesa.

3. WYCENA OPCIJI EUROPEJSKIEJ

Opcja europejska jest zdecydowanie najczesciej spotykanym rodzajem
opcji. Wycena opcji europejskiej za pomoca MDP wymaga uzycia szczegdlne-
go przypadku proceséw decyzyjnych Markowa, takiego, w ktorym nie pode;j-
mowane s3 zadne decyzje. Wynika to z faktu, ze opcje europejskg mozna wy-
kona¢ tylko w dniu jej wygasnigcia. Dlatego na wszystkich etapach procesu
dostepna jest tylko akcja a, oznaczajaca niewykonanie opcji, podczas ostatnie-
go etapu dostepna bedzie rowniez jedna akcja — a, — oznaczajaca wykonanie

opcji. Wybranie akcji @, powoduje przyznanie wyplaty w wysokosci
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r(a,,s)=max(0; s — K) w przypadku opcji kupna oraz r(a,,s)=max(0; K —s)
dla opcji sprzedazy.
Warto$¢ opcji kupna mozna obliczy¢, korzystajac z opisanego wyzej algorytmu,
zmodyfikowanego o usunigcie mozliwo$ci przedterminowego wykonania opcji:

1. Nalezy ustali¢c n=01 dla kazdego se{S,d*u""*|0<k<N} obliczy¢

v? (5) = max(0; s — K)
2. Zwickszyéno 1 idlakazdego s €{S,d u™"*|0<k<N-n}
v (s) = max{0; A(qvy ™ (us) + (1- v~ (ds)}

3. Jesli n=N algorytm konczy dziatanie a wartoscia opcji jest viv (s),
w przeciwnym wypadku nalezy wroci¢ do punktu 2.
Aby otrzymac¢ wycene opcji sprzedazy trzeba zamieni¢ s — K na K —s.
Wzoér na cen¢ europejskiej opcji kupna w modelu Blacka—Scholesa podano
wyzej, cene europejskiej opcji sprzedazy mozna wyznaczy¢ z nastepujacego
wzoru:
P=-S,N(-dl)+ Kexp(-rT)N(-d2),

gdzie:

ln(;] +rT
dl=—"72_ 1 0504T,

JoT

hl[]g] +rT
d2=—"2_ _050T.

JoT

Wyceniono europejskie opcje kupna i sprzedazy o identycznych jak poprzednio
parametrach: K =100, »=0,05, 0 =0,2, T =1 rok. Wyniki réwniez poréwnano
z wynikami uzyskanymi za pomoca standardowej metody Blacka—Scholesa.
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Cena akcji S

Wykres 2. Cena europejskiej opcji kupna

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tabela 2. Wyceny europejskiej opcji kupna o cenie wykonania 100 dla ceny poczatko-

wej S
S B-S MDP Btad S B-S MDP Btad
80 1,83 1,85 0,68% 100 10,41 10,25 -1,62%
81 2,06 2,12 2,88% 101 11,06 10,99 -0,59%
82 2,31 2,40 3,77% 102 11,73 11,74 0,16%
83 2,58 2,68 3,68% 103 12,41 12,49 0,68%
84 2,87 2,95 2,88% 104 13,11 13,24 1,02%
85 3,18 3,23 1,55% 105 13,82 13,99 1,21%
86 3,51 3,51 -0,14% 106 14,56 14,70 1,00%
87 3,87 3,79 -2,09% 107 15,30 15,49 1,21%
88 4,24 4,06 -4,21% 108 16,07 16,24 1,07%
89 4,64 4,55 -1,85% 109 16,84 16,99 0,86%
90 5,06 5,07 0,27% 110 17,63 17,74 0,59%
91 5,50 5,59 1,66% 111 18,44 18,49 0,27%
92 5,96 6,10 2,47% 112 19,25 19,23 -0,09%
93 6,44 6,62 2,81% 113 20,08 19,98 -0,47%
94 6,95 7,14 2,78% 114 20,92 20,81 -0,50%
95 747 7,66 2,46% 115 21,77 21,72 -0,23%
9 8,02 8,17 1,92% 116 22,62 22,62 -0,02%
97 8,59 8,69 1,20% 17 23,49 23,52 0,13%
98 9,18 9,21 0,35% 118 24,37 24,43 0,24%
99 9,79 9,73 -0,59% 119 25,26 25,33 0,30%
120 26,15 26,24 0,33%

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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Wykres 3. Cena europejskiej opcji sprzedazy

Zrddto: opracowanie wiasne.

Tabela 3. Wyceny europejskiej opcji sprzedazy o cenie wykonania 100 dla ceny poczat-

kowej S
S B-S MDP Bfad S B-S MDP Blad
80 16,9572 16,97959 0,13% 100 5,536713 5,380909 -2,81%
81 16,18714 16,25667 0,43% 101 5,183277 5,130113 -1,03%
82 15,43634 15,53375 0,63% 102 4,84815 4,879352 0,64%
83 14,70539 14,81083 0,72% 103 4,530774 4,628591 2,16%
84 13,99479 14,08791 0,67% 104 4,230573 4,37783 3,48%
85 13,30498 13,36498 0,45% 105 3,946953 4,127069 4,56%
86 12,63634 12,64206 0,05% 106 3,679311 3,876308 5,35%
87 11,98916 11,91914 -0,58% 107 3,427036 3,625547 5,79%
88 11,36366 11,19622 -1,47% 108 3,189512 3,374786 5,81%
89 10,76 10,68549 -0,69% 109 2,966123 3,124025 5,32%
9 10,17825 10,20326 0,25% 110 2,756254 2,873264 4,25%
91 9,618417 9,721023 1,07% 111 2,559296 2,622503 2,47%
92 9,080448 9,238788 1,74% 112 2,374645 2371742 -0,12%
93 8,564216 8,756553 2,25% 13 2,201709 2,120981 -3,67%
94 8,069534 8,274319 2,54% 114 2,039904 1,94998 -4.41%
95 7,596158 7,792084 2,58% 115 1,888663 1,853812 -1,85%
9% 7,143788 7,309849 2,32% 116 1,747429 1,757644 0,58%
97 6,712075 6,827614 1,72% 17 1,615663 1,661475 2,84%
98 6,300622 6,345379 0,71% 118 1,492843 1,565307 4,85%
99 5,908992 5,863144 0,78% 119 1,378463 1,469139 6,58%
120 1,272037 1,37297 7,93%

Zrodlo: obliczenia wlasne.

ACTA UNIVERSITATIS NICOLAI COPERNICI, EKONOMIA XLIII nr 2 (2012) 211-220



220 Stawomir Mentzen

W przypadku europejskich opcji kupna podobnie jak przy opcjach amery-
kanskich $redni btad wynosi 1,3%. Dla europejskich opcji sprzedazy jest on
wigkszy i rowna si¢ 2,4%. W obu przypadkach wystepuja pojedyncze duze
roznice rze¢du 5%, a w przypadku opcji sprzedazy btad dochodzi do prawie 8 %.

PODSUMOWANIE

W pracy pokazano jak mozna wyceni¢ najczesciej spotykane opcje za po-
mocg procesow decyzyjnych Markowa. Otrzymane wyniki sg przewaznie zbli-
zone do tych uzyskanych metodg Blacka—Scholesa, wystepuja jednak przypadki
sporych r6znic w wycenie. Warto kontynuowa¢ badania nad wyceng opcji za
pomoca MDP. Kolejnym krokiem badania powinno by¢ tez poré6wnanie wyce-
ny uzyskanej przez MDP z wyceng Blacka—Scholesa oraz z rzeczywistymi ce-
nami uzyskanymi na gieldzie.
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PRICING OF AMERICAN AND EUROPEAN OPTIONS USING
THE MARKOYV DECISION PROCESSES

Abstract The paperdescribes the theoretical foundations of Markov decision process-
es (MDP), presents the pricing algorithms for European and American call and put options using
the MDP. Results were compared with results obtained using the Black-Scholes model.

K ey words: Markov decision processes, European options, American options, option pricing,
optimal decisions.
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