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Zarys tréci. Celem artykulu jest identyfikacja skutkéw pomcia dodatkowych cha-
rakterystyk procesu przestrzennego w modelu SARadAaniu skupiono sina dwéch proce-
sach przestrzennych — cecimyjch sé¢ wystpowaniem skorelowanych przestrzennie i nieza-
leznych efektéw losowych. Wyniki symulacji Monte Canleykazaly m.in., 2 pominicie
efektow losowych w modelu SAR skutkuje przeszacowmniparametru interakcji prze-
strzennych oraz wariancji sktadnika losowego.
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WSTEP

Jednym z podstawowych modeli ekonometrii przestieg jest prze-
strzenny model autoregresji (SARpdacy rozszerzeniem tradycyjnego mo-
delu regresiji liniowej o opiienie przestrzenne zmiennej dnjenej (por.
Szulc, 2007; Suchecki, 2010). Mimb pozwala on analizowaprocesy od-
znaczajce st autoregregj przestrzengy nie pozwala ustosunkowasic do
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ewentualnego wyspowania przestrzennej heterogenicamaoprocesu, jak
rowniez nie zezwala na wygbowanie bardziej zimnych, wielowymiaro-
wych struktur zalgnosci. Majac na wzgtdzie to,ze zjawiska ekonomiczne

i spoteczne mag cechowa sie skomplikowan struktug relacji w prze-
strzeni, jak rowni2 mapc na uwadze popularé®modelu SAR, istotne wy-
daje s¢ zidentyfikowanie efektéw niewdaiwej specyfikacji ww. modelu.

W szczegOlnéci wazne, z punktu widzenia interpretacji efektow przzstr
nych, keda skutki bkdnego scharakteryzowania procesu przestrzennego,
w postaci bdu estymatora parametru interakcji przestrzennych.

Sparéd prac empirycznych podejmaych ww. zagadnienia wskaza
mozna przede wszystkim te, ktére §@oecono skutkom pomigtcia dodat-
kowej niejednorodnii zjawiska w modelach wielopoziomowyclfpor.
Moerbeek, 2004; Van den Noortgate i in., 2005) deazvskazujce konse-
kwencje pomingcia przestrzennej autoregresji procesu w tradyayjnyo-
delach regresji liniowej (por. Anselin, 1988; Arigel Griffith, 1988).
W przypadku modeli wielopoziomowych wiadoni®, zignorowanie dodat-
kowego ,poziomu” (inaczej heterogeniczong danych przekiada sina
przeszacowanie wariancji skladnika losowego oradanaji efektow loso-
wych. Z uwagi na brak interakcji przestrzennychradycyjnych modelach
wielopoziomowych, potencjalny wptyw pomégaia heterogeniczrioi pro-
cesu na oszacowania parametrow interakcji przestyod nie jest jednak
znany.

Wsréd prac péwieconych ekonometrycznym modelom przestrzennym
wskaz& mazna m.in. takie, ktére odnagzie do problemu wplywu pomigi
tej zmiennej na wybdér modelu przestrzennego (p@combe i LeSage,
2013), czy te takie, ktére podejmajkwestie zwazane z wielkécia biedu
modelu przestrzennego wynikaggo z niewtéciwej specyfikacji zalenoici
przestrzennych w postaci macierzy wag (por. Lin.j R014). Na tym tle
problematyka zawarta w niniejszej pracy wydagetesmatem rzadko podej-
mowanym w dyskusji.

Badanie ma na celu oktenie skutkdw kddnej specyfikacji modelu
SAR. W praktyce rzeczywisty charakter procesu ggaeego dane nie jest
znany, a badacz dokonuje wyboru modelu w opardityteria prognostycz-
ne lub stosujc miary dobroci dopasowania modelu do danych. Miegp,
jesli wsréd porownywanych modeli nie znajdzie $aki, ktory uwzgednia
heterogeniczri@ procesu, istnieje szansa wyboru modelu SAR. Dgtyoz
w szczegolngci tych sytuacji, kiedy mamy do czynienia z wysiwaniem
zarOéwno autokorelacji, jak i heterogenicgciqrzestrzennej.

! Definicje modelu wielopoziomowego znatemozna m.in. u Goldsteina (2011).
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Btedna specyfikacf modelu zdefiniowano w niniejszej pracy jako sytu-
acje, w ktorej proces przestrzenny o zoej strukturze efektow przestrzen-
nych jest traktowany przez badacza jako procesujgohsi wytacznie au-
toregresj przestrzenp W efekcie estymacja parametréw procesu odbywa
sie przy wykorzystaniu modelu SAR, ktéry nie uwadhia dodatkowych
charakterystyk procesu.

W pracy zostaly rozpatrzone dwa procesy przesteendznaczafge
sie: 1) wystpowaniem przestrzennej heterogenicgongw postaci niezale
nych efektow losowych); 2) dodatkavstruktug zaleznosci przestrzennych
i heterogenicznia (w postaci skorelowanych przestrzennie efektowo-los
wych). W celu okrélenia efektéw niewlsciwej specyfikacji modelu SAR
postuwzono sé wynikami symulacji Monte Carlo.

1. BAYESOWSKA ESTYMACJA MODELU
AUTOREGRESJI PRZESTRZENNEJ

W modelu SAR zakladaesistnienie powdzan miedzy wartgciami pro-
cesu objénianego (w okrdonej przestrzeni), ktore uwzginiane g jako
tzw. op&nienie przestrzenne zmiennej zalej. Model ma nagpujaca po-
stat 0go6lmy (Anselin, 1988):

Y = pWY +Xp+g, £~N(0,02,), 1)

gdzie:
Y — wektorNx1 obja@nianego procesu przestrzennego,
X — macierANxK proceséw objaiajacych,
W — macierz2NxN wag przestrzennych,
B — wektorKx1 parametrow strukturalnych,
p— parametr interakcji przestrzennych,
€ — wektorNx1 sktadnika losowego,
N —fgczna liczba obserwacji w probie.

Dla rownania 1 estymator KMNK jest niezgodny (L8602). Pagdane
wiasndci estymatora moma uzyska, stosupc metod najwigckszej wiary-
godnaci zmiennych instrumentalnych (por. Anselin, 1988)go6lniory me-
tode momentdw, czy te dwustopniowy meto@d najmniejszych kwadratow
(por. Lee, 2007). Alternatyavdla powyszych jest zastosowanie potbg
bayesowskiego, rekomendowanego w przypadku estyitratjziej zaawan-
sowanych modeli przestrzennych (por. m.in. LeS&§8y). Jedsp z niewat-
pliwych zalet ww. podégia jest maliwos¢ uzyskania petnego rozktadu
a posterioriparametrow, co eliminuje konieczgoasymptotycznych aprok-
symacji (wraliwych np. w sytuacji dysponowania matymi probanhiajac
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na wzgkdzie powysze, w niniejszym badaniu dokonano estymacji baye-
sowskie] modelu SAR.

Punktem wyjcia estymacji bayesowskiej (por. Osiewalski, 20f&kt
przyjecie zala@enia,ze rozkladya posteriori parametrOV\E:{/l,p,cf,csf,ﬂ}
odzwierciedlay zarbwno wiedz a priori badaczaP(E), jak i informacje
,Z danych”Dane= {Y, X, W} wyrazone funkcj wiarygodndci P(DangE),

CO zapisa mazna nastpujaco:

P(E | Dang O P(Dane|E) x P(E). (2)

Z uwagi na brak oczekiwiaco do wartéci parametrow zastosowano stabo
informacyjne rozktady priori parametrowP(E) nastpujacej postaci:
PB)~NMg,To), P(p)~ U/ Uy, D), 3)
P(U.sz) - |G(Cord0):
gdzie:
vmin — NAjMniejsza warkod wiasna macierzyv,
Co, dg — parametr ksztattu i skali odwrotnego rozkladmgea,
Mo — wektorKx1 srednich wartéci przestrzennych proceséw obj&ja-
cych,
To — macierzKxK wariancji-kowariancji przestrzennych proceséw ebja
sniajacych.
W celu wyznaczenia rozkltaddéw posteriori parametréw skorzystano
z funkcji wiarygodnéci, ktora dla modelu SAR ma poété_eSage i in.,
2009, s. 47):

L(Y |E) = (205)_N/2|I N ,0W|exp[—%} @)

e=Y - pWyYy -X8.
Wiedzc, ze funkcg wiarygodndci utozsamiamy zP(DandE), rozkiady
a posterioriposzczegodlnych parametrow wyznatmyozna naspujaco:

PBIY,0,07)~NM,,To), (5)
1 1 h
gdzie: M 4 =T,{—ZX' (Y - pWY )+ Ty'M o}, T, {?X' X +To_l} :

0-2 &

P(a? |Y B,p) ~1G(C.,d), (6)
gdzie:c,=N/2+¢c,, d,=05%ee+d,.

AUNC, EKONOMIA XLV nr 2 (2014) 219-234



Skutki bédnej specyfikacji efektow przestrzennych w bayesowskigelu... 223

P(oIY.B,a2) Ol =W [, exp{—z%z(e' )}- (7)
3

Obliczenie charakterystyk rozktadGav posteriorj wyrazonych rowna-
niami 5-7, umaliwito wykorzystanie metod Monte Carlo typuntzuchdw
Markowa (MCMC). Dla parametré i ¢,> zastosowano losowanie Gibbsa,
bedace jedn z czsciej wykorzystywanych metod numerycznych stosowa-
nych w badaniach empirycznych. Polega ono na wietalgm generowaniu
w sposob sekwencyjny liczb pseudolosowych z praedsnych rozktaddw
a posteriori

W przeciwigistwie do dwoch pierwszych parametrow, rozkiagdoste-
riori parametrup nie odzwierciedlazadnego ze znanych rozktadéw.
W zwigzku z tym, w celu wyznaczenia kolejnych wddioz rozkladua po-
steriori parametrip, zastosowano metoddwrotnej dystrybuanty (genero-
wanie liczb losowych z odwracaniem dystrybuanty). R&¥dej iteracji
wyznaczono skumulowany rozktael dokonugc numerycznej integracii
rozktadu gstasci (por. m.in. Pace i in., 1997, LeSage i in., 20@nasip-
nie losowano warks p.

Zgodnie z metogd MCMC w kazdej kolejnej iteraciji wykorzystywano
wartasci parametrow z poprzedniej iteracji, uzysiajzw. taacuch Marko-
wa. Stosowany fsecuch Markowa byt zbiey do rozkiadu stacjonarnego
przy acznej liczbie iteracji ustalonej na 10 000, przyjaeus000 jako liczb
cykli spalonych.

2. ZALOZENIA EKSPERYMENTU SYMULACYJNEGO

Symulacg przeprowadzono oddzielnie dla dwoch procesow pzes
nych, cechujcych s¢ autokorelag przestrzena i/lub przestrzensm hetero-
geniczndcia. Rozpatrzono nagbujace przypadki:

Y =1y~ W) (XB+e+A(, ~AM) ) 8)

Y =(1y — W) (XB +&+Ap) 9)

p~N(@O,071 ), (10)
gdzie:

M — standaryzowana wierszami maciéxd wag przestrzennych,
p, A — parametry interakcji przestrzennych,
p — wektorJx1 efektow losowych,

2 Badanie zbigosci tancuchéw Markowa przeprowadzono w programie R Crangykor
stapc z pakieticoda(Plummer i in., 2005).
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J—1lczna liczba efektéw losowych w proébie.
PrzezA oznaczono macierz blokowo-diagonamwymiarachNxJ nastpu-
jacej postaci:

l, 0 0
A= , (11)
0 0 1

gdzie:
0 — wektorn;x1 zer,
l; — wektornx1 jedynek,
n; — liczba jednostek przestrzennych w grypie
Jak wskazuje Szulc (2007, s. 47), procesy przastez stanowi funk-
cje Y(s) argumentévs = [s,,s,] LIR. Mozna zatem przyg, ze procesy wyra-
zone rownaniami 8—1(3procesamk(s), tj. obserwowanymi na ptaszczy
nie, w lokalizacjach przestrzennych= [sy, S, gdziei = 1,2,...N jest
numerem jednostki przestrzennej.
Na potrzeby wyznaczenia element@y macierzy wag przestrzennych
W orazM wygenerowano regulagrsiatike punktéw (grid) z lokalizacjami
przestrzennymN=900 jednostek Dodatkowo wydzielond=100 jednako-
wych grup, zawieragych pon=9 jednostek przestrzennych. #la grup
j traktow& mazna jako wyszy stopié agregacji jednostek Dla tak wy-
znaczonych lokalizacji obliczono odle§éd d; migdzy kazda pam punktow
i oraz j, stosujc metryle euklidesowy. W przypadku odlegkei miedzy
J grupami w kalkulacji odlegkei wykorzystano informacje o pateniu cen-
troidu grupy. Dla regularnej siatki punktéw lokade centroidu grupy
mozna obliczy jako Sig+x3)xqg/10-0,1y 90zieq jest czscia catkowity dzielenia.
W poszczegllnych macierzach wag przestrzennydosasano nasgt
pujace funkcje waenia odlegtéci:
— dla macierzyw:

O, jO{...N} O # | :w, =exd-d?) (12)
- dla macierzyM:

03,j,1 043,39} 1w, =1 0jOKNNG,J),

01 0J -KNNG,J), d; <d,,

) |J'

(13)

3 W pracy zrezygnowano z wprowadzenia warunkowaraaienzyW i M, jak réwnie
z analizy ogélniejszych procesow, np. nieskoreloygamprzestrzennie.
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gdzie: KNN(i, J) jest zbioremk=1 obserwacji pochodeych ze zbioru
J grup, zdacych najblzszym gsiadem dla.

Tabela 1. Wartéci docelowe parametrow

Warianty dla Warianty dla 0 A o2
procesu 1 procesu 2

1 1 0,20 0,20 0,20
2 0,20 0,40 0,20
3 0,20 0,60 0,20
4 0,20 0,80 0,20
2 0,20 0,40

3 0,20 0,60

4 0,20 0,80

5 0,40 0,20

5 6 0,40 0,20 0,40
6 0,40 0,40 0,40
7 0,40 0,60 0,40
8 0,40 0,80 0,40
7 0,40 0,60

8 0,40 0,80

9 0,60 0,20

10 0,60 0,40

9 1 0,60 0,20 0,60
10 0,60 0,40 0,60
11 0,60 0,60 0,60
12 0,60 0,80 0,60
12 0,60 0,80

13 0,80 0,20

14 0,80 0,40

15 0,80 0,60

13 16 0,80 0,20 0,80
14 0,80 0,40 0,80
15 0,80 0,60 0,80
16 0,80 0,80 0,80

Zrodio: opracowanie wiasne.

Symulacg przeprowadzono dla 16 kombinacji wadibparametrowp, A
[ csf (por. tabela 1). Dla procesu wyomego réwnaniem 8 zastosowano
kombinacg wartcsci parametrowp, 1 oraz cs,t2 w celu okrélenia skali b¢-
doéw ocen parametrow wynikgych z ra@nej sity interakcji przestrzennych
na dwoch poziomach agregacji przestrzennej oralt gkeestrzennej hete-
rogenicznéci. W przypadku procesu wyranego réwnaniem 9 w poszcze-
gblnych wariantach edicowano wartéci parametrow orazc,”, podobnie
jak w réwnaniu 8 kontrolyg site oddziatywa przestrzennych i skalnie-
jednorodnéci, przy czym zaleono brak dodatkowych interakcji na vy
Szym poziomie agregacji przestrzennej.
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Dla wszystkich procesow przyp stah wartgs¢ wariancji sktadnika
losowego5,°=0,2 oraz wartéci parametréw strukturalnycp=[0,3, 0,7].
Liczbe objaniajacych procesow przestrzennych ustalondkr2. Wygene-
rowane zostaty niezateie od siebie, przy czym wak obu pochodzity
z rozkladu normalnego o zerowej wdriosredniej i wariancji rownej jeden.

Dla kazdej kombinacji wartéci docelowych parametréw, w poszczegol-
nych procesach, ustaloms50 replikacji. Niewielka, w poréwnaniu z trady-
cyjnie przyjmowan w symulacjach Monte Carlo, liczba replikacji wyai&

z diugiego czasu estymacji modelu SAR metodami $myekimf’. tacza
liczba replikacji dla kadego procesu wynosita 800.

W badaniu wykorzystano dwie najpowszechniej st@smvmiary, po-
zwalagce na ocegiwielkosci bledow ocen parametrow i¢dow standardo-
wych tychre ocen:

- wzgledny bhd estymatord& parametriE:

_E-E

B(E) [100%, (14)
gdzie: E —érednia arytmetyczna obliczonaRzreplikacji na podstawie war-
tosci oczekiwanej rozktada posteriori parametrug (por. Domaski i in.,
20005.
Analogicznie jak Hoogland i in. (1998, s. 329-3®rzyjeto maksymaln
dopuszczalywartc¢ biedu 5%.

» wskaznik pokrycia przedziatu z 95% wiarygodiuiy:

c@dé»zzzige)mom@

"/~ logdyEOCI’

gdzie: Cl — 95% przedziat wadm parametrlE, ktérego dolg granig obli-
czono jako kwantyl redu 0,025 rozktada posterioriparametru, a gégna-
ko kwantyl rzdu 0,975. W celu stwierdzenia, czy wadiowzglednego b}-
du estymatora tinig sie w zaleznosci od wartdci docelowej parametru,
przeprowadzono anaiANOVA.

(15)

4 W efekcie skala dokladici oszacowa wzglednych bkdéw estymatora (pow. réwnanie
14) jest nksza od tej, jakuzyskano by, stosag wicksz liczbe replikacji.

® Rozktady brzegowe posterioriwszystkich rozwzanych parametréw byly symetrycz-
ne, jednomodalne. W takim przypadku 95% przedaredytasci parametrow pokrywajsie
Z przedziatami o najwyszych wartéciach funkcji gstosci a posteriori(HPD).
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3. WYNIKI SYMULACJI MONTE CARLO

Whyniki symulacji zaprezentowano w podrozdziataactp@awiadagcych
rozwazanym procesom przestrzennym. W przypadku estymamgielu SAR
dla procesu opisanego réwnaniem 9 uzyskane wyntkrpretowd mazna
w kontelécie efektu pomirticia przestrzennej heterogeniczaoio(podroz-
dziat 3.1). Wyniki estymacji procesu opisanego raniem (8) pozwalaj
okresli¢ wptyw pominkgcia przestrzennej heterogeniczoiooraz obecrswi
dodatkowych interakcji przestrzennych dlazagego stopnia agregacji (pod-
rozdziat 3.2).

3.1. EFEKT POMINECIA PRZESTRZENNEJ HETEROGENICZNKT|

Oceny parametrow modelu SAR dla procesu z hetarcgescia prze-
strzenn (wyrazorng losowymi efektami) wskazaj ze dla ocen parametréw
stojgcych przy zmiennych objaiajagcych wzgkdny bhd estymatora nie
przekracza 5%. Oznacza t® zarOwno estymator paramefti) jak i S, jest
nieobcazony (por. tabela 2). Pomigta heterogeniczr$é przestrzenna nie
wplyneta réwniez negatywnie na 95% bayesowski przedziat &éhobu pa-
rametrow, o czyndwiadcz wysokie wartéci wskanika pokrycia.

Tabela 2. Wplyw pomigtej przestrzennej heterogenicZobna oszacowania para-
metrow i 95% obszaru ufdol w modelu SAR

Wzgledny biad Wskaznik
Parametr estymatora pokrycia 95% przedziatu
B1 1% 95%
B2 2% 80%
o 36% 0%
o€2 23% 0%

Obliczono na podstawig=800.
Zrédlo: obliczenia wlasne w R Cran.

Sytuacja ulega zmianie w przypadku oceny parameterakcji prze-
strzennychp oraz wariancji sktadnika losowege’. Wzgkdny bhd estyma-
tora dla obu przekracza zngce wart@éé 5%, potwierdzajc znaczce
przeszacowanie. Wyznaczone dla obu parametrow 9%%dgaty wiary-
godngci nie zawieraj rzeczywistej wartéci parametréw, co znajduje od-
zwierciedlenie w zerowych waciach wskanikow pokrycia.

Uzyskane wyniki daj jedynie ogoélg informacg dotyczca skutkow
pominiccia heterogeniczrioi przestrzennej w modelu SAR. W celu clee
nia zwhzku migdzy skah niejednorodngci przestrzennej (warféd cs,f)
a wartgciami bkdow estymatora wykonano angliANOVA (tabela 3).

XLV nr 2 (2014) 219-234



228 Edyta taszkiewicz

Wynika z niej,ze wart@¢ parametrip roznicuje wielk@¢ bledu estymatora
parametrys,, S, orazp, przy czym digs; i f, nie stwierdzono obgienia.
W przypadky zauwaono,ze im wicksza warté¢ parametru, tym mniejszy
wzgledny bhd estymatora. Dla wardoi p=0,20 wzgtdny bhd wynidst a
53%, dlap=0,40 byto to 43%. Wartai p=0,60 orazp=0,80 odznaczaly si
z& najmniejszym wzgidnym btdem estymatora, ktory wyniost odpowied-
nio 32% i 18%. Wynik ten sugerujee dla procesoéw silnie skorelowanych
przestrzennie negatywny efekt porgttia heterogeniczriosi w modelu
SAR, wyraony wielkacia bledu estymatora, dolzie nieco mniejszy, cho-
ciaz uzyskana ocena parametrwciaz bedzie przeszacowana.

Tabela 3. Wplyw wartai p i c,,z na oceny parametrow modelu SAR — wyniki anali-

zy ANOVA
Parametr p op2
B1 0,00 0,48
B2 0,00 0,20
p 0,00 0,00
o€2 0,36 0,00

Obliczono na podstawig=200 (wariant parametru). W tabeli podano wanitp-value.
Zrédio: obliczenia wlasne w R Cran.

Zauwa&ono rownie, ze skala heterogeniczém przestrzennej, rozumia-
na jako warté¢ wariancji efektéw Iosowychc(f), w sposéb istotny staty-
stycznie zrénicuje wzgkdny bhd estymatora parametrp oraz o’

W szczegolnéci w przypadku wariancji sktadnika losowego wzrhstero-
geniczndci przestrzennej powoduje wzrost wadiowzglednego b¢du es-
tymatora. Dlao#2=0,20 wzgtdny bhd estymatora wariancji sktadnika loso-
wego wyniost zaledwie 11%, dla,2=0,40 warté¢ btedu wyniosta ja 19%,

a przys,’=0,60 wzgédny bhd estymatoras,”=27%. Dla procesu o najsil-
niejszej skali przestrzennej heterogeniczing0,80) wzgédny bhd estyma-
tora wariancji sktadnika losowego w modelu SAR voghi33%.

3.2. EFEKT POMINECIA SKORELOWANYCH PRZESTRZENNIE
EFEKTOW LOSOWYCH

W dalszej kolejnéci wzieto pod uwag proces przestrzenny, w przypad-
ku ktérego wprowadzono zaréwno heterogeniézmuzestrzens jak i do-
datkowe interakcje przestrzenne w postaci skoralgala przestrzennie
efektow losowych. Uzyskane wyniki (tabela 4) wskazae podobnie jak
w przypadku pomiricia heterogeniczrici, estymator parametigy i 5, po-
zostaje nieobgiony. Wzgkdny bhd estymatora w obu przypadkach jest
nieznaczny, co wskazuje na niedoszacowanie o 1 i R#alogicznie,
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wskazniki pokrycia 95% przedziatu wiarygodéw s wysokie (93% i 81%),
co potwierdza brak negatywnego wptywu petych efektéw przestrzen-
nych na oszacowaniagolow ocen parametrow.

Tabela 4. Wpltyw pomirtcia skorelowanych przestrzennie efektéw losowych na
oszacowania parametrow i 95% przedziatu wiarygécine modelu SAR

Wzgledny biad Wskaznik
Parametr estymatora pokrycia 95% przedziatu
B1 -1% 93%
B2 2% 81%
o 38% 0%
o€2 28% 0%

Obliczono na podstawig=800.
Zr6dio: obliczenia wlasne w R Cran.

Sytuacja ta ulega zmianie dla ocen parametruakbgrprzestrzennych
oraz wariancji skladnika losowego. Wedhy bhd estymatora parametgu
w sytuacji, gdy w modelu SAR nie uwezgdhiono skorelowanych prze-
strzennie efektow losowych, wyniost 38%. W porownado modelu,
w ktérym pomingto nieskorelowane przestrzennie efekty losowe, jest
wynik poréwnywalny. Sugeruje tae uwzgédnienie efektéw losowych ma
dominupce znaczenie dla uzyskania prawidiowej oceny patrame a do-
datkowe interakcje przestrzenne efektow losowyctlyne nieznacznie
zwiekszap przeszacowanie waiti parametru.

Inaczej jest w przypadku oszacaowaariancji sktadnika losowego. Po-
dobnie jak w modelu SAR z pometymi efektami losowymi, wielk@
wzglednego b¢du estymatora przekracza 5%, potwiergzgjrzeszacowanie
wariancji sktadnika losowego w sytuacji pomsicia skorelowanych prze-
strzennie efektéw losowych. Jednogze wart@¢ biedu jest o 5 p.p. wisza
od tej, ktég odnotowano w przypadku pomggia nieskorelowanych prze-
strzennie efektow losowych. Fakt témiadczy moze o tym,ze pomingcie
skorelowanych efektéw losowych znajduje odzwierngei w podwysze-
niu wzgkdnego b¢du estymatora wariancji sktadnika losowego. Cocej,
mozna sk spodziewd, ze uzyskane na podstawie modelu SAR reszts b
skorelowane przestrzennie, przy czym strukturaznatei bedzie wyraona
w postaci interakcji grupowych, analogicznych dahty ktére zawarto
W macierzyM.

W celu okrélenia, czy poziom skorelowania efektow losowych r@avy
zony parametrem interakcji przestrzennygtoraz skala przestrzennej hete-
rogenicznéci (wyrazona wariangj efektow Iosowychs,,z) réznicuja w spo-

XLV nr 2 (2014) 219-234



230 Edyta taszkiewicz

s6b istotny statystycznie wasth wzglednych bedéw estymatora parame-
trow modelu SAR, przeprowadzono analiNOVA (tabela 5).

Tabela 5. Wplyw wartei 1 i c,,z na oceny parametrow modelu SAR — wyniki anali-

zy ANOVA
Parametr ] 0.’
A 0,52 0,28
B> 1,00 0,00
p 0,00 0,00
o, 0,00 0,00

Obliczono na podstawig=200 (wariant parametru). W tabeli podano wanitp-value.
Zrodio: obliczenia wlasne w R Cran.

Uzyskane wyniki wskazgj ze zarbwno wart® A, jak i cf réznicujg
skak przeszacowania ocen parametrow o,”>. Wzgkdny bhd estymatora
parametry wahat s¢ od 34% dlai=0,20 do 43% dl&=0,80, wykazujc
stopniowy wzrost wraz ze wzrostem wadioparametrul. Analogiczrn sy-
tuacg odnotowano w przypadku wzginego b¢du estymatora wariancji
sktadnika losowego, uzyskig kolejno: dlai=0,20 i1=0,40 warté¢ biedu
6,°=24%, dlai=0,60 bhd 5,°=26%, a dlai=0,80 bhd c,°=38%. Oznacza to,
ze im bardziej efekty losowey skorelowane przestrzennie, tymelgze jest
przeszacowanie parametru interakciji przestrzennyalariancji skladnika
losowego w modelu SAR.

Podobne wnioski mima sformutowd, analizujc wpltyw wartaci cf na
oceny ww. parametrow. W szczeg@oowzrost skali heterogeniczém
przestrzennej znajduje swoje odzwierciedlenie wvazarikszym przesza-
cowaniu wariancji skltadnika losowego (rysunek 1l)a Razdej z czterech
wartasci wariancji efektéow losowych wardé wzglednego b¢du estymatora
parametruc,” byla wyzsza dla procesu cechopgo s skorelowaniem
efektéw losowych, i w przypadku efektéw losowych nieskorelowanych
przestrzennie. Warto zauwg, ze dla procesu o najugzej skali heteroge-
nicznaci przestrzennej wzgtiny bhd estymatora tni sie az o 13 p. p.
w zalezndéci od tego, czy efekty losowe skorelowane przestrzennie, czy
tez 53 niezalene.
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50% 46%
40%
33%
30%

20%

10% 11%

0%

wzgledny bhd estymatora parametru

0,20 0,40 0,60 0,80
wariancja efektéw losowych

—=pominkte skorelowane przestrzennie efekty losowe
—pominkte efekty losowe

Rysunek 1. Wzgdny bhd estymatora parametef w zaleznosci od wartdci ¢,”
Zrédio: obliczenia wiasne.

Uzyskane wyniki wskazgj ze pomingcie skorelowanych przestrzennie
lub niezalenych od siebie efektow losowych wpltywa negatywnigaaznie
na oceny parametrow interakcji przestrzennych eradancji sktadnika lo-
sowego w modelu SAR. Wielké przeszacowania parametru interakcji
przestrzennych jest poréwnywalna dla obu przypadkéw i wynika kalis
pominietej heterogeniczrioi przestrzennejo(f). W przypadku oszacowa
wariancji sktadnika losowego zauiy& maozna,ze wielka¢ przeszacowania
jest wyzsza w sytuacii, gdy pomigtie efekty losowe g skorelowane prze-
strzennie.

4. WNIOSKI

Uzyskane wyniki wskazaj ze pomingcie heterogeniczrioi przestrzen-
nej (w postaci efektéw losowych), jak rowhnipominkcie heterogeniczrici
i dodatkowych zalenosci przestrzennych (rozumianych jako obegnsko-
relowanych przestrzennie efektow losowych), wplymematywnie na btl
estymatora parametrow interakcji przestrzennychrykkazdorazowo jest
przeszacowany w modelu SAR. Przeszacowaniu, wskpbekinicia do-
datkowych charakterystyk procesu przestrzenneggautéwnie wariancja
sktadnika losowego. Co vme, nieuwzgidnienie efektéw losowych (skore-
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lowanych przestrzenniegtiz niezalenych) nie wptywa na oszacowania pa-
rametrow zmiennych objaiajacych. Dla tych ostatnich wzglny bhd es-
tymatora jest weiz niewielki (ponizej 5%), a wskanik pokrycia 95% prze-
dziatu wiarygodnéci wysoki.

R&nice midzy wartdcia wzglednych béddéw estymatora parametru in-
terakcji przestrzennych w modelu SAR w przypadkmpigcia niezale-
nych i skorelowanych przestrzennie efektow losowyssh nieznaczne
(2 p.p.). Oznacza tae o ile sam fakt pomincia efektéw losowych powo-
duje przeszacowanie parametru interakcji przestrzem o tyle to, czy efek-
ty losowe pozostajniezalene, czy te cechuj sic okreslona struktug rela-
cji, ma znaczenie drugag@ne w przypadku oszacow@arametru interakcji
przestrzennych.

Inaczej jest w przypadku oszacawavariancji sktadnika losowego.
W przypadku procesu cechoggo s¢ niezalenymi efektami losowymi
wzgledny bhd estymatora wariancji sktadnika losowego jest ismig niz
gdy efekty losowe pozostage sob skorelowane przestrzennie (por. rysu-
nek 1). Co wgcej, w przypadku silnego zrdicowania efektow losowych
(wyzsza wartéé cf) fakt skorelowania tycte efektéw powoduje znagzy
wzrost wzgtdnego b¢du estymatora wariancji skladnika losowego, co nie
jest zauwaalne w przypadku nieskorelowanych efektow losowych.

Dla obu procesow przestrzennych zawoven, iz skala przeszacowania
parametru interakcji przestrzennych, jak réviniearianciji sktadnika loso-
wego wynika ze skali niejednorodiwo przestrzennej zjawiska oraz sity inte-
rakcji przestrzennych. Im bardziej niejednorodngpgas (wysza wartéé
cf), tym wyzszy wzgkdny bhd estymatora wariancji sktadnika losowego.
Analogicznie, im bardziej efekty losowg ge soB przestrzennie skorelo-
wane, tym wyszy wzgédny bbhd estymatora parametru interakcji prze-
strzennych i wariancji sktadnika losowego w modeAR.

PODSUMOWANIE

Niniejsze badanie miato na celu wskazanie skutkéanej specyfika-
cji modelu SAR, rozumianej jako pomggie faktu wysgpowania dodatko-
wych charakterystyk procesu przestrzennego. Skarmeano s¢ na dwdéch
procesach — odznaczaych st wystpowaniem niezalaych i skorelowa-
nych przestrzennie efektow losowych. W celu éler@ia skutkow pomir-
cia wspomnianych efektéw, w modelu SAR, skorzystasymulaciji Monte
Carlo.

Wyniki symulacji wskazy na wraliwos¢ oszacowa parametru inte-
rakcji przestrzennych oraz wariancji sktadnika lesgo — w modelu SAR —
na pomingcie dodatkowych charakterystyk procesu przestrzgmn®ba s
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przeszacowane w przypadku ponaoia niezalenych kydz skorelowanych
przestrzennie efektow losowych. W przypadku parametterakcji prze-
strzennych wzgldny bhd estymatora jest porownywalny, gdy poraiai
efekty losowe s skorelowane przestrzennigdd niezalene. Skala przesza-
cowania wariancji skltadnika losowegoznd sie jednak dla obu proceséw
i jest wyzsza w sytuacji, gdy pomigte efekty losowe gsskorelowane prze-
strzennie.
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MISSPECIFICATION OF SPATIAL EFFECTS IN THE BAYESIAN
SPATIAL AUTOREGRESSIVE MODEL. THE RESULTS FROM
THE MONTE CARLO SIMULATION
Abstract: The aim of this paper is to analylze impact of the SAR model misspecifica-
tion. We concentrate on the effect of ignoring @mceffects (both independent and spatially
correlated) in the SAR model. The results from thenM Carlo simulation suggests the over-

estimation of the spatial parameter and error nagdf the random effects are omitted in the
SAR model.

Keyword s: spatial autoregressive model, BayeB!ICMC, Monte Carlo simulation.
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