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Zarys tresci. W artykule scharakteryzowano wymiar fraktalny jako miarg ryzyka
inwestowania w papiery wartosciowe. Przedstawiono dwie metody obliczania wymiaru
fraktalnego szeregu czasowego — analiz¢ R/S oraz metode segmentowo-wariacyjna, ktore
nastepnie zastosowano do indekséw Gietdy Papierdw Wartosciowych w Warszawie.

Stowa kluczowe: wymiar fraktalny, zmiennos¢ szeregu czasowego, ryzyko inwe-
stowania, analiza R/S, metoda segmentowo-wariacyjna.

WSTEP

W matematyce powstato wiele, czesto nierownowaznych definicji wymia-
ru. Najbardziej znanym sposrod nich jest wymiar euklidesowy, wedtug ktérego
punkty maja wymiar zero, odcinki — jeden, figury ptaskie — dwa, bryty zas — trzy.
Jednak wymiar ten zdaje sie niewystarczajaco dobrze charakteryzowa¢ nieregu-
larne obiekty geometryczne typowe dla swiata rzeczywistego. Wraz z rozwojem
matematyki stworzono rowniez wiele obiektow teoretycznych, ktorych zawite
struktury nie poddaja sie zbyt prostym regutom opisu geometrii euklidesowej.
Powstata w latach siedemdziesiatych XX wieku geometria fraktalna wzigta sobie
za cel stworzenie aparatu pojeciowego, ktéry bythy w stanie wilasciwie opisa¢
te skomplikowane struktury geometryczne. Jednym z podstawowych pojeé tej
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nowej geometrii jest wymiar fraktalny. Cecha charakterystyczna wymiaru frak-
talnego jest mozliwo$¢ przyjmowania wartosci niecatkowitych, odzwierciedla-
jacych, w jakim stopniu badane obiekty geometryczne wypetniaja przestrzen,
w ktdrej sa umieszczone.

Wymiar fraktalny mozna zastosowaé¢ réwniez do charakteryzacji szeregéw
czasowych. Za wymiar szeregu czasowego przyjmuje sie¢ wymiar krzywej beda-
cej wykresem rozwazanego szeregu. Zdefiniowana w ten sposéb miara okresla
stopien poszarpania wykresu, a zatem w sposob naturalny mozna przyjac, ze im
wigkszy jest wymiar szeregu, tym wigksza jego zmiennos¢. Niesie to praktyczne
konsekwencje dla zastosowania wymiaru fraktalnego w analizie ryzyka inwesto-
wania w papiery wartosciowe. Papiery, ktdrych szeregi cen maja wiekszy wy-
miar, sa bardziej zmienne, a co za tym idzie bardziej ryzykowne.

W niniejszej pracy przedstawiono dwie metody szacowania wymiaru frak-
talnego szeregdw czasowych: analize R/S i metode segmentowo-wariacyjna.
Metody te wykorzystano nastepnie do analizy indekséw i subindekséw Gietdy
Papierow Wartosciowych w Warszawie. Na podstawie otrzymanych wynikow
mozliwe jest sklasyfikowanie badanych indeksow (sektoréw) pod wzgledem ich
ryzyka.

1. WYMIAR FRAKTALNY

Pojecie wymiaru nalezy do najbardziej podstawowych, a zarazem najbar-
dziej ktopotliwych poje¢ matematycznych. W ciagu wielu lat rozwoju matema-
tyki powstato wiele odmiennych, czgsto nierdbwnowaznych definicji wymiaru.
Poszczegblne z nich odwotuja sie do odrebnego aparatu pojeciowego typowego
dla danej dziedziny matematyki. Najbardziej znanym, choc¢by z kursu matema-
tyki szkolnej, jest wymiar euklidesowy. Jedna z jego wiasnosci jest catkowitosé;
przyktadowo punkt ma wymiar réwny zero, prosta — jeden, figury ptaskie — dwa,
bryty zas — trzy. Jednakze geometria euklidesowa zawodzi przy prébie opisania
wielu twordw natury, takich jak: chmury, drzewa, linie brzegowe, uktad krwio-
nosny cztowieka i wielu innych. Wymiar euklidesowy nie jest dobra miara tego
typu obiektow; z jednej strony bowiem nie sa to figury ptaskie — dwuwymiarowe,
z drugiej zas, ze wzgledu na liczne ,,dziury” i zalamania w strukturze, nie wydaja
sig tez brytami w petni tréjwymiarowymi.

Do opisu takich skomplikowanych strukturalnie obiektéw geometrycznych
lepiej nadaje sie¢ wymiar fraktalny, bedacy uogoélnieniem wymiaru euklidesowe-
go. Mierzy on, w jakim stopniu badany obiekt wypelnia przestrzen, w ktorej jest
zanurzony, a jego cecha charakterystyczna jest mozliwosé przyjmowania war-
tosci niecatkowitych. Przyktadowo drzewo ma wymiar fraktalny z przedziatu
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(2; 3), a linie brzegowe z zakresu (1; 2). Podobnie, kazda krzywa na ptaszczyznie
ma wymiar fraktalny z przedziatu [1; 2].

W literaturze znane sa rézne pojecia wymiaru fraktalnego, m.in. pojemnos-
ciowy, samopodobienstwa, Hausdorffa, Bouliganda-Minkowskiego, informacyj-
ny czy korelacyjny. Aby policzy¢ wymiar pojemnosciowy (zwany tez wymia-
rem pudetkowym lub pojemnoscia Kotmogorowa) danego zbioru A cR", nalezy
okresli¢ minimalna liczbe m-wymiarowych domknigtych hiperszesciandw o boku
dtugosci &, potrzebnych do jego pokrycia. Przechodzac do granicy przy ¢ — 0,
oblicza si¢ wymiar pojemnosciowy zbioru A:

. InQ(4,¢)
D(4)=lim—=—"~
(4) sl—r>% 1n(%)

gdzie Q(4, ¢) jest minimalna liczba hiperszescianéw o boku dtugosci &, potrzeb-
nych do pokrycia zbioru A.

W praktyce podstawowa wada wymiaru pudetkowego jest trudnosé jego ob-
liczania. Z tego powodu stworzono inne metody, ktore odwotujac sie do idei
wymiaru pojemnosciowego, umozliwiaja dokonanie obliczen w sposob bardziej
efektywny.

M)

2. WYMIAR FRAKTALNY SZEREGU CZASOWEGO
A JEGO ZMIENNOSC

Wymiar fraktalny zostat stworzony jako pewna miara obiektow geometrycz-
nych. Jednakze w naturalny spos6b mozna poszerzy¢ zakres jego stosowania
réwniez do szeregdw czasowych. W tym celu nalezy nanies¢ w dwuwymiaro-
wym uktadzie wspotrzednych punkty postaci (t, x,), gdzie (x,) jest rozpatrywanym
szeregiem czasowym. Nietrudno zauwazy¢, ze granica we wzorze 1 dla dowol-
nego skonczonego zbioru punktow jest rowna zero, stad i jego wymiar fraktalny
jest zerowy. Dlatego procedure kontynuuje sie, faczac odcinkami kolejne punkty.
W rezultacie otrzymuje si¢ famana (ozn. I') o wierzchotkach postaci (t, x,). Przez
wymiar fraktalny szeregu czasowego rozumie sie wymiar fraktalny tamanej I".

Nalezy w tym momencie zastanowi¢ sig, czy przedstawiona powyzej pro-
cedura obliczeniowa moze by¢ uznana za poprawna definicje wymiaru szere-
gu czasowego, tzn. czy prowadzi do jego jednoznacznej charakteryzacji. Wida¢
bowiem, ze ksztalt konstruowanej tamanej jawnie zalezy od przyjetej jednostki
czasu oraz jednostki samego szeregu. Jednakze korzystajac wprost z definicji wy-
miaru pojemnosciowego, nietrudno udowodnié, iz wymiar fraktalny tamanej nie
zmienia si¢ po jej ,,przeskalowaniu”, czyli powinowactwie prostokatnym o osi
OX oraz OY.
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Druga nasuwajaca si¢ uwaga jest widoczna zaleznos¢ wymiaru fraktalne-
go szeregu czasowego od jego ditugosci. Dodajac do badanego szeregu kolejne
obserwacje, zwigkszamy dtugos¢ famanej, a tym samym zwigkszamy wartosé¢
licznika we wzorze 1. Wynika stad, ze wymiar fraktalny uzupetnionego szere-
gu jest nie mniejszy od wymiaru szeregu wyjsciowego. Zasadne jest zatem, aby
oznacza¢ wymiar szeregu jako wartos¢ zalezng od liczby obserwacji, tzn. D(N).

Nietrudno zauwazy¢ zwiazek miedzy zmiennoscia szeregu a jego wymiarem
fraktalnym. Szeregi cechujace si¢ wicksza zmiennoscia maja bardziej postrzepio-
ne wykresy, a co za tym idzie wigkszy wymiar. Zaleznos¢ te wyraznie ilustruje
rysunek 1. Przedstawione zostaty na nim wykresy funkcji Weierstrassa-Mandel-
brota, zadanej wzorem:

F0=3b"(1-cosb'x), ?)

[=—00

gdzie b i H sg parametrami spetniajacymi warunkib > 1 oraz0 <H < 1.

Udowodniono, ze wykresy funkcji Weierstrassa-Mandelbrota sa fraktalami,
a teoretycznie wyliczony ich wymiar fraktalny wynosi D = 2 — H (por. Dubuc
i in., 1989). Po przyjeciu b = 2,1 oraz, kolejno, H = 0,1; 0,5; 0,9 wygenerowano
trzy szeregi sktadajace sie z 500 realizacji, wypetniajacych rownomiernie prze-
dziat [10; 10,1].

T

Rysunek 1. Funkcja Weierstrassa-Mandelbrota kolejnodlaD =1,1; D=15;D=1,9

Zr6dto: opracowanie wiasne.

Przez ryzyko w inwestowaniu rozumie sic mozliwos¢ wystapienia efektu
niezgodnego z oczekiwaniami albo w wezszym znaczeniu — mozliwosc¢ poniesie-
nia strat (Jajuga, Jajuga, 2006). W przypadku rynku akcji ryzyko papieru wartos-
ciowego czesto utozsamia sig ze zmiennoscia szeregu jego cen lub stop zwrotu.
Najpopularniejsza miara zmiennosci jest odchylenie standardowe (wariancja).
Za akcje bardziej ryzykowne uwaza si¢ te 0 wigkszym odchyleniu standardowym
szeregu stdp zwrotu. Przedstawione powyzej rozumowanie uzasadnia stosowanie
wymiaru fraktalnego jako alternatywnej miary zmiennosci, a wigc i ryzyka inwe-
stowania w papiery wartosciowe. Warto podkresli¢, ze mimo iz odchylenie stan-
dardowe, jak i wymiar fraktalny sa ilosciowymi charakterystykami zmiennosci
szeregu, to jednak odnosza sie one do nieco innych aspektow tej zmiennosci.
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3. METODY SZACOWANIA WYMIARU FRAKTALNEGO
SZEREGU CZASOWEGO

W niniejszej pracy przedstawione zostaty dwie metody wyznaczania wy-
miaru fraktalnego szeregu czasowego: analiza R/S oraz metoda segmentowo-
-wariacyjna.

Analiza przeskalowanego zakresu, zwana w skrocie analiza R/S, powstata
w celu badania efektu dtugiej pamigci, a wiec w szczegdlnosci stuzy do identy-
fikacji zachowania nielosowego w szeregach czasowych. Jednakze na podsta-
wie wyktadnika Hursta, ktory jest gtdwnym wynikiem analizy R/S, mozliwe jest
réwniez obliczenie wymiaru fraktalnego szeregu czasowego.

Algorytm obliczania tzw. przeskalowanego zakresu w analizie R/S przebie-
ga wedtug nastepujacych etapow (Peters, 1994):

1. przeksztatcenie zadanego szeregu (x,) (gdziet=1, 2, ..., n) w nowy sze-

reg — jego logarytmicznych stop zwrotu, wg wzoru y, =Inx,,, —Inx,,

2. obliczenie wartosci sredniej M ® i odchylenia standardowego S®:

n 1 z n 1 = n
M( ) 2;2)}, 5 S( ):\/;Z(yt _M( ))21
t=1

t=1

k

3. wyznaczenie szeregu Y, =" (y, - M), dla k=1,2, ...n,
t=1

4. obliczenie rozstepu R™ = ml?x(Yk("))—mkin v, "),

5. obliczenie przeskalowanego zakresu R/ S, wedtug formuty

W celu wyznaczenia wyktadnika Hursta szereg obserwacji zawierajacy N
elementow dzieli sie na podciagi dtugosci n, gdzie n jest kolejnym dzielnikiem
liczby N, spetniajacym warunek 2 < n < N/ 2% Przy ustalonym n, dla kazdego
wyodrebnionego i-tego podciagu oblicza sie wartos¢ R/ Sn('), postepujac wedtug
krokow 1-5. Nastgpnie wyznacza sig $rednia arytmetyczna R/ S, przyjmujac
ja za szukang wartos¢ R/ S, dla rozwazanego n. Stosujac tg procedurg dla kolej-
nych n, otrzymuje si¢ ciag wartosci (R/S,), podstawa za$ analizy R/S jest ich
potegowa zaleznosé od liczby n:

R/S, =a-n"™ (3)

1 W praktyce zwykle przyjmuje si¢ jako ograniczenie dolne liczbg wigksza niz 2. W przepro-
wadzonych badaniach uwzgledniono wartosci 10 <n <N/ 2.
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lub rownowaznie:
In(R/S,)=h(N)Ilnn+Ina, 4)

gdzie a jest stata. Druga stata — liczbe h(N) nazywa si¢ wyktadnikiem Hursta
i wyznacza sig jako wspotczynnik regresji zmiennych In (R/S ) i Inn.

Przy uzyciu wyktadnika Hursta oblicza sig wymiar fraktalny szeregu czaso-
wego, korzystajac z zaleznosci (Zwolankowska, 2000):

D(N)=2-h(N). ()

Alternatywnym sposobem szacowania wymiaru fraktalnego jest metoda
segmentowo-wariacyjna S-W (Zwolankowska, 2000). Na mocy wzoru 1 wymiar
fraktalny szeregu czasowego (x,) dlat =1, 2, ..., N mozna wyznaczy¢ jako gra-
nice:

InQO(T,¢)

D(N) = lim 2 (6)

¢=>0 Inle
gdzie Q(T',¢) jest minimalna liczba kwadratdbw o boku & pokrywajacych fa-
mana I'. Niech S(T',¢) bedzie polem rozwazanego pokrycia. Wowczas
S(T,e)=0(,&)- &%, a wzér 6 mozna przeksztaici¢ w sposob réwnowazny do
postaci:
ST, e)

In

2
D(N) =1lim & . 7
( ) “’V”OW ()

Mozna zatem przyjaé, ze dla dostatecznie matych wartosci ¢ prawdziwa jest
zaleznos¢:

D(N) =~ & . (8)
Inle

Metoda segmentowo-wariacyjna stanowi praktyczna adaptacje wzoru 8.
Punktem wyjscia metody jest narysowanie w dwuwymiarowym uktadzie odpo-
wiednio przeskalowanej tamanej I' tak, aby jej oba krance miaty wspoétrzedne
0 odcietej rownej, odpowiednio, 0 i 1. W tym celu nalezy nanies¢ punkty postaci

( ¢-1 X, j dlaz=1, 2, ..., N, a nastgpnie kolejno potaczy¢ je odcinkami. Widac¢,

N -1

ze pierwsze wspotrzedne naniesionych punktoéw sa réwno oddalone od siebie
1

N -1

0 , @ X, 1 X, odpowiadaja, odpowiednio, lewemu i prawemu Krancowi
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przedziatu [0; 1]. Nastepnie tamana I" pokrywamy prostokatami rozpietymi nad m
(gdzie m jest ustalona liczba naturalna nie mniejsza niz 2) kolejnymi punktami
weztowymi jak na rysunku 2. {

o ) N .
Otrzymuje si¢ w ten sposéb n = —J prostokatow o roztacznych wne-

trzach, kazdy o podstawie diugosci d :x—_llz' Dla ustalonego m oraz kolejne-
goj=1,2, ..., N powstale prostokaty oznaczmy przez P;(m)=[a;;b;]x[a;;b;].
Wowczas z samej konstrukcji wida¢, ze a; =(j—1)-d, b, = j-d,

a, =min{f(x);x€la,;;b;1}ib, =max{f(x);xela;;b;]}.

X¢

/
N -1

0 1

Rysunek 2. Tworzenie zbioru I w metodzie segmentowo-wariacyjnej dlam = 4

Zrédto: opracowanie wilasne.

W sytuacji, gdy iloraz nie jest liczba catkowita, po zakonczeniu opisanej

m—1
procedury pozostaje niepokrytych N —(m —1)-n—1 ostatnich punktéw wezto-
wych tamanej I

Punkty te pokrywa si¢ dodatkowym prostokatem P'(m)=[b,;1]x[a";b'],
gdziea'=min{f(x); x€[b,;1]}ib'=max{f(x); x €[b,;1]}, ktérego podstawa ma
N—-(m-1)-n—1

dtugos¢ d'= N1 . Poniewaz pole takiego pokrycia zbioru T" jest
rowne S(I',d) = Z d-(b; —a;)+d"(b'=a"), wiec w konsekwencji, po prostych
j=1

2 Symbol [.] oznacza czesé¢ catkowita liczby.
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przeksztatceniach wzoru 8, otrzymuje sig, iz:

| E d-(b} —a'j)+d'~(b'—a')
D(N)-In—~In-L
) d

e (9)

Oznacza to, ze oszacowaniem wymiaru fraktalnego zbioru T" jest wspotczynnik

i d-(b, —a))+d(b—a')

J=1

regresji zmiennych lnl iln
d d?
W praktyce algorytm szacowania wymiaru fraktalnego metoda segmentowo-
-wariacyjna wyglada nastepujaco: |
Najpierw przyjmuje sig m =2, skad d, =m. Nastepnie, w kolejnych itera-
cjach, zwigksza si¢ m o stala wartos¢ 2, otrzymujac d, = N3 T dy = N5 TR
kontynuujac procedure tak dtugo, az pokryje sie calty szereg dwoma prostoka-

S(d))

2

tami. Dla otrzymanego zbioru punktéw postaci [lndL’ In ] dokonuje sie
wspomnianej powyzej regresji. Wyznaczony wspotczynnik regresji oznaczmy
przez D,.

Nastepnie przyjmujesiem = 3,skad d, :ﬁ.ZWiqkszajaLcwkolejnych ite-

racjach wartos¢ m o 3, otrzymuje si¢ kolejny zbiér punktéw. Obliczony dla tych
punktow wspotczynnik regresji oznaczmy przez D, .

Analogicznie postepujac dla m=5 i m=7, otrzymuje sie w sumie cztery
wartosci: D, D,, D,, D,.

Ostatecznie poszukiwany wymiar fraktalny D(N) oblicza sig, korzystajac
z nastepujacej procedury wyboru:

. . — D +D,+D;+D
1. oblicza si¢ D =— SE it S

2. jesli: 4
- D=1,5,to D(N):=1,5,
— D>1,5t0o D(N):=max (D,),
— D<1,5 to D(N):=min (D,).

W celu zweryfikowania obu zaprezentowanych algorytméw przeprowa-
dzono symulacje, w ktdérych badaniu poddano szeregi wygenerowane z funkcji
Weierstrassa-Mandelbrota (wzor 2) z teoretycznymi wymiarami fraktalnymi
réwnymi kolejno 1,1; 1,5 i 1,9. Dla kazdego wymiaru rozwazono szeregi zto-
zone z 500, 1000 oraz 2000 obserwacji. Otrzymane rezultaty zaprezentowano
w tabeli 1.
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Tabela 1. Oszacowane wymiary fraktalne szeregéw wygenerowanych z funkcji Weier-
strassa-Mandelbrota

S-W R/S
500 1000 2000 500 1000 2000
W-M1,1 1,130 1,132 1,135 1,161 1,161 1,159
W-M1,5 1,455 1,471 1,485 1,434 1,448 1,459
W-M1,9 1,757 1,743 1,798 1,716 1,720 1,735

Zrodto: obliczenia wiasne.

Jak wida¢, obie metody daty zblizone rezultaty, cho¢ metoda segmentowo-
-wariacyjna okazata si¢ nieco doktadniejsza. W przypadku funkcji Weierstrassa-
-Mandelbrota z wymiarami 1,1 oraz 1,5 btad oszacowania byt w obu metodach
nie wigkszy niz 0,066, natomiast w przypadku wymiaru 1,9 — osiagnat maksy-
malny poziom 0,184. Badania empiryczne pokazuja, ze wsrdd danych rzeczy-
wistych dominuja szeregi persystentne, tzn. o wymiarach mniejszych niz 1,5
(por. np. Peters, 1997), stad istotnym wnioskiem wynikajacym z przeprowadzo-
nych symulacji jest potwierdzenie doktadnosci zastosowanych metod wiasnie dla
wymiarow 1,1 oraz 1,5.

Warto rowniez podkresli¢, ze otrzymane niedoktadnosci nie wynikaja tylko
z ewentualnych niedoskonatosci stosowanych metod, lecz sa efektem zastoso-
wania ich do szeregdw o skonczonej dtugosci. Mozna bowiem udowodni¢, ze
dopiero dla odpowiednio duzych N wartosci D (N) beda zblizaty sie do poziomoéw
teoretycznych (por. np. Purczynski, 2000). Wtasnos¢ ta jest wyraznie widoczna
w tabeli 1 dla wynikdw otrzymanych metoda R/S: wraz ze wzrostem dtugosci
szeregu maleje btad oszacowania.

4. ANALIZA RYZYKA INWESTOWANIA
NA GPW W WARSZAWIE

Badaniu poddano dziewie¢ indeksow i subindekséw Gietdy Papierow War-
tosciowych w Warszawie: WIG, WIG20, mWIG40, sWIG80, WIG-Banki, WIG-
-Budow, WIG-Info, WIG-Spozy, WIG-Telkom?. Dla 2070 kurséw zamkniecia
z okresu 2.01.2001-3.04.2009 wyznaczono wymiary fraktalne indekséw, wyko-
rzystujac metode segmentowo-wariacyjna oraz analize R/S. Otrzymane warto-
$ci podsumowano w tabeli 2, gdzie dla poréwnania zawarto rowniez informacje
0 odchyleniu standardowym stop zmian analizowanych indekséw.

3 W celu zagwarantowania poréwnywalnosci wynikéw w badaniu uwzgledniono szeregi
czasowe tylko tych indeksow, ktére skiadaja si¢ z tej samej liczby obserwacji, tzn. byty notowane
przez caty analizowany okres.
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Tabela 2. Wymiary fraktalne oraz odchylenia standardowe indekséw gietdowych

Indeks S-W R/S o
WIG 1,358 1,394 0,0136
WIG20 1,436 1,429 0,0165
mWIG40 1,309 1,324 0,0112
sWIG80 1,284 1,277 0,0118
WIG-Banki 1,400 1,434 0,0173
WIG-Budow 1,319 1,336 0,0147
WIG-Info 1,451 1,392 0,0179
WIG-Spozy 1,322 1,344 0,0125
WIG-Telkom 1,395 1,480 0,0198

Zrodto: obliczenia wiasne.

W tabeli 3 przedstawiono ranking indeksow, uporzadkowanych wedtug war-
tosci wyznaczonych miar ryzyka.

Tabela 3. Indeksy gietdowe uporzadkowane wedtug wyznaczonych miar ryzyka

Indeks S-W Indeks R/S Indeks o
sWIG80 1,284 sWIG80 1,277 mWIG40 0,0112
mWIG40 1,309 mWIG40 1,324 sWIG80 0,0118

WIG-Budow 1,319 WIG-Budow 1,336 WIG-Spozy 0,0125
WIG-Spozy 1,322 WIG-Spozy 1,344 WIG 0,0136

WIG 1,358 WIG-Info 1,392 WIG-Budow 0,0147
WIG-Telkom 1,395 WIG 1,394 WIG20 0,0165
WIG-Banki 1,400 WIG20 1,429 WIG-Banki 0,0173

WIG20 1,436 WIG-Banki 1,434 WIG-Info 0,0179
WIG-Info 1,451 WIG-Telkom 1,480 WIG-Telkom 0,0198

Zrodto: obliczenia wiasne.

Z otrzymanych rezultatéw badan wynika, ze za wyjatkiem indeksow WIG-
-Info i WIG-Telkom obie zastosowane metody szacowania wymiaru fraktalnego
daty bardzo zblizone wartosci (por. tabela 2), a w konsekwencji doprowadzity do
podobnego rankingu (por. tabela 3). Rankingi te nieco réznia sie od zestawienia
dokonanego na podstawie odchylenia standardowego, jednak roznica ta nie wy-
daje si¢ bardzo istotna.

Zaréwno z analizy wymiaru fraktalnego, jak i odchylenia standardowego
wynika, ze najmniejszym ryzykiem w analizowanym okresie charakteryzowaty
si¢ sektory matych i $rednich spdtek, wchodzacych w sktad indeksow sWIG80
oraz mWIG40, a najwiekszym — sektory spétek teleinformatycznych.
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W kolejnym etapie badania analizowany okres podzielono na dwa podokre-
sy: 2.01.2001-11.02.2005 (,,Okres 1) oraz 14.02.2005-3.04.2009 (,,Okres 27)
i dokonano pomiaru zmiennosci indekséw w obu podprébach®. Celem badania
byto zweryfikowanie wptywu kryzysu finansowego z lat 2007-2009 na poziom
ryzyka inwestowania na GPW w Warszawie®.

W tabeli 4 oraz na rysunkach 3-5 przedstawiono odchylenia standardowe,
a takze wymiary fraktalne indeks6w obliczone metoda segmentowo-wariacyjna
oraz analiza R/S dla obu podokresow.

Tabela 4. Wymiary fraktalne oraz odchylenia standardowe indeksow gietdowych w pod-
okresach 2.01.2001-11.02.2005 oraz 14.02.2005-3.04.2009

Indeks S-W R/S o
WIG 1,387 1,335 1,403 1,446 0,0118 0,0152
WIG20 1,421 1,393 1,433 1,493 0,0149 0,0180
mWIG40 1,346 1,271 1,315 1,364 0,0080 0,0136
sWIG80 1,224 1,270 1,303 1,324 0,0097 0,0135
WIG-Banki 1,435 1,390 1,395 1,488 0,0126 0,0209
WIG-Budow 1,369 1,303 1,324 1,374 0,0119 0,0170
WIG-Info 1,422 1,353 1,407 1,406 0,0205 0,0148
WIG-Spozy 1,295 1,297 1,318 1,375 0,0103 0,0143
WIG-Telkom 1,314 1,614 1,452 1,540 0,0214 0,0180

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Rysunek 3. Wymiary fraktalne indekséw obliczone metoda segmentowo-wariacyjna

Zrodto: obliczenia wiasne.

4 Nalezy zauwazy¢, ze poréwnanie wymiarow mozliwe jest wytacznie wtedy, gdy prébki
sktadaja sie z tej samej liczby obserwacji.

5 Druga proba wykracza nieco poza okres kryzysu, jednak zbyt mata liczba obserwacji
w probie nie jest zjawiskiem pozadanym w procesie wyznaczania wymiaru fraktalnego. Poza tym
zakres czasowy Kryzysu z natury i tak przyjmowany jest umownie.
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Rysunek 4. Wymiary fraktalne indekséw obliczone za pomoca analizy R/S

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Rysunek 5. Odchylenia standardowe stop zmian indekséw

Zrodto: obliczenia wiasne.

Whioski ptynace z otrzymanych wynikéw sa zgodne z oczekiwaniami dla
odchylenia standardowego oraz wymiaru fraktalnego otrzymanego przy wyko-
rzystaniu analizy R/S. Generalnie potwierdzaja one wzrost ryzyka inwestowa-
nia na GPW w Warszawie w ,,Okresie 2”. Jedynie spdtki wchodzace w skiad
indeksu WIG-Info (obie metody) oraz WIG-Telkom (odchylenie standardowe)
cechuja sie w tym czasie spadkiem poziomu ryzyka. Zaskakujace sa wyniki
otrzymane z zastosowaniem metody segmentowo-wariacyjnej. W tym wypadku
jedynie dla indekséw sWI1G80, WIG-Spozy oraz WIG-Telkom zaobserwowano
wzrost ryzyka.

W tabelach 5 oraz 6 przedstawiono ranking indekséw, uporzadkowanych
wedtug wartosci wyznaczonych miar ryzyka w obu analizowanych podokresach.
Jak wida¢, jedyna istotna r6znica pomiedzy rankingami to pozycja indeksu spé-
ek sektora telekomunikacyjnego w pierwszym okresie: wedtug metody S-W in-
deks ten jest jednym z mniej ryzykownych, podczas gdy pozostate metody jedno-
znacznie Klasyfikuja go jako najbardziej ryzykowny.
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Tabela 5. Indeksy gietdowe uporzadkowane wedtug miar ryzyka — ,,Okres 1”

Indeks S-wW Indeks R/S Indeks o
sWIG80 1,224 sWIG80 1,303 mWIG40 0,0080
WIG-Spozy 1,295 mWIG40 1,315 sWIG80 0,0097
WIG-Telkom 1,314 WIG-Spozy 1,318 WIG-Spozy 0,0103
mWIG40 1,346 WIG-Budow 1,324 WIG 0,0118
WIG-Budow 1,369 WIG-Banki 1,395 WIG-Budow 0,0119
WIG 1,387 WIG 1,403 WIG-Banki 0,0126
WIG20 1,421 WIG-Info 1,407 WIG20 0,0149
WIG-Info 1,422 WIG20 1,433 WIG-Info 0,0205
WIG-Banki 1,435 WIG-Telkom 1,452 WIG-Telkom 0,0214

Zrodto: obliczenia wiasne.

Tabela 6. Indeksy gietdowe uporzadkowane wedtug miar ryzyka — ,,Okres 2”

Indeks S-W Indeks R/S Indeks o
sWIG80 1,270 sWIG80 1,324 sWIG80 0,0135
mWIG40 1,271 mWIG40 1,364 mWIG40 0,0136

WIG-Spozy 1,297 WIG-Budow 1,374 WIG-Spozy 0,0143
WIG-Budow 1,303 WIG-Spozy 1,375 WIG-Info 0,0148
WIG 1,335 WIG-Info 1,406 WIG 0,0152
WIG-Info 1,353 WIG 1,446 WIG-Budow 0,0170
WIG-Banki 1,390 WIG-Banki 1,488 WIG20 0,0180
WIG20 1,393 WIG20 1,493 WIG-Telkom 0,0180
WIG-Telkom 1,614 WIG-Telkom 1,540 WIG-Banki 0,0209

Zrodto: obliczenia wiasne.

Generalnie otrzymane rezultaty wskazuja na indeksy sWIG80 i mWIG40
jako na najmniej ryzykowne oraz na WIG-Telkom, WIG-Banki oraz WIG20
jako na najbardziej ryzykowne w obu analizowanych okresach. Nalezy jednak
podkresli¢, ze zmiana pozycji w rankingach indekséw bankow oraz firm tele-
komunikacyjnych wyglada odmiennie wedtug poszczeg6linych metod. Wedtug
metody S-W najwigkszy wzrost ryzyka w ,,Okresie 2” zanotowat sektor WIG-
-Telkom, natomiast wedtug metody R/S oraz odchylenia standardowego — in-
deks WIG-Banki.
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FRACTAL DIMENSION OF TIME SERIES AS A MEASURE
OF INVESTMENT RISK

Abstract. Aconcept of fractal dimension as a measure of risk in securities trading is
presented in this paper. The two methods of calculating fractal dimension of time series —
R/S analysis and segment-variation method are described and applied to indices of the
Warsaw Stock Exchange.

Keywords: fractal dimension, variability of time series, investment risk, R/S analysis,
segment-variation method.





