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Dedicated to Ky Fan on the occasion of his 80th birthday

1. Introduction

Nous nous proposons dans ce papier d’établir des résultats d’existence de
solutions du problème suivant :

(P)

{
x′′(t) = f(t, x(t), x′(t)), p.p. t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1), x′(0) = x′(1),

où f : [0, 1]×R2n → Rn est une fonction de Carathéodory vérifiant une condition
de croissance au plus linéaire. Plus précisément, nous supposerons que pour tout
M > 0, il existe p ∈ L2 et q ∈ L1 tels que

|f(t, x, y)| ≤ p(t)|y|+ q(t), p.p. t, ∀x tel que |x| ≤M.

Plusieurs auteurs se sont intéressés au cas où la non linéarité est à crois-
sance du type Bernstein ou Bernstein–Nagumo; nous citerons à ce sujet [2, 8–10,
14–20]. Si nous examinons par exemple l’équation de Liénard généralisée, c’est-
à-dire, lorsque la partie non linéaire f est de la forme f(t, x, y) = e(t)−h(t, x)y−
g(t, x), g et h étant des fonctions de Carathéodory et e une fonction intégrable,
nous constatons que la fonction f ne satisfait pas la condition de croissance de
Bernstein–Nagumo, mais vérifie néanmoins une condition de croissance au plus
linéaire.
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Après avoir présenté les notations et les résultats utilisés tout au long de ce
texte, nous commençons par établir un principe général d’existence (théorème
3.1) que nous appliquons par la suite à des systèmes de Liénard. Nous obtenons
ainsi des résultats qui généralisent ceux de J. Mawhin [18] et M. Martelli [17].

Dans le cas scalaire, en supposant que (P) possède une sur-solution α et
une sous-solution β, nous démontrons au théorème 3.2 l’existence d’une solution
x telle que β(t) ≤ x(t) ≤ α(t) pour tout t dans [0, 1]. Après avoir introduit
une notion de sur- et sous-solution stricte généralisée, nous démontrons, moyen-
nant une hypothèse supplémentaire sur f et en utilisant le degré de Leray–
Schauder classique, l’existence d’une solution x vérifiant β(t) < x(t) < α(t)
pour tout t dans [0, 1]; ce qui nous permet d’établir ensuite certains résultats
de multiplicité du type Ambrosetti–Prodi [1] concernant des problèmes du type
Liénard qui se ramènent dans le cas continu à ceux de C. Fabry, J. Mawhin et
M. N. Nkashama [7].

Nos preuves sont essentiellement basées sur le théorème de transversalité
topologique et l’alternative non linéaire de A. Granas.

2. Préliminaires

Soient I = [0, 1] et n un entier positif. La norme euclidienne de Rn est
notée | · |. L’ensemble C = C(I,Rn) dénote l’espace des fonctions continues à
valeurs dans Rn, muni de la norme uniforme | · |0. L’espace C1 = C1(I,Rn) des
fonctions continûment différentiables à valeurs dans Rn est muni de la norme
|x|1 = max{|x|0, |x′|0}.

Soient C0 = {x ∈ C : x(0) = 0} et C1
p = {x ∈ C1 : x(0) = x(1), x′(0) =

x′(1)}; munis de leur topologie induite respective, ces deux sous-espaces sont des
espaces de Banach.

Pour p ≥ 1, l’espace Lp = Lp(I,Rn) est muni de la norme usuelle ‖x‖p =
(
∫ 1

0
|x(t)|p dx)1/p si p <∞, et ‖x‖∞ = inf{a ∈ R : |x(t)| ≤ a, p.p. t ∈ I}.
Si X est une partie de L1, nous adopterons la notation

X̃ =
{
x ∈ X :

∫ 1

0

x(t) dt = 0
}
.

Tout x ∈ L1 se décompose de la manière suivante :

x = x+ x̃, où x =
∫ 1

0

x(t) dt et x̃ ∈ L̃1.

Nous noterons K(n) l’ensemble des parties compactes convexes non vides de
Rn. Si P ∈ K(n), alors |P | = sup{|a| : a ∈ P}.

Enfin, µ désignera la mesure de Lebesgue.
Soient E un espace vectoriel normé, U un ouvert de E et ∂U la frontière de

U . K∂U (U , E) (resp. K∂U (U , 2E)) dénote l’ensemble des applications continues
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compactes de U dans E, sans point fixe sur ∂U (resp. l’ensemble des applications
multivoques compactes et semi-continues supérieurement (s.c.s.) de U dans E,
à valeurs compactes, convexes, non vides et sans point fixe sur ∂U). Pour F ∈
K∂U (U , E) (resp. F ∈ K∂U (U , 2E)), d(I − F,U) (resp. d(I − F ,U)) dénotera le
degré classique de Leray–Schauder de I−F (resp. I−F) par rapport à l’ouvert U .
Le lecteur pourra consulter [3, 11] pour la définition et les propriétés essentielles
du degré topologique.

Définition 2.1. Une application F ∈ K∂U (U , E) (resp. F ∈ K∂U (U , 2E))
est dite essentielle si toute application G ∈ K∂U (U , E) (resp. G ∈ K∂U (U , 2E))
telle que F |∂U = G|∂U (resp. F|∂U = G|∂U ) admet au moins un point fixe.

Théorème 2.1 (Transversalité topologique). Soient F et G (resp. F et G)
homotopes dans K∂U (U , E) (resp. K∂U (U , 2E)). Alors F (resp. F) est essentielle
si et seulement si G (resp. G) est essentielle.

Théorème 2.2 (Alternative non linéaire). Soient F : U → E (resp. F :
U → 2E) une application compacte, et p ∈ U . Alors, une des deux propriétés
suivantes est satisfaite :

(a) F (resp. F) admet un point fixe dans U .
(b) Il existe u ∈ ∂U et λ ∈ (0, 1) tels que u = λFu+ (1− λ)p

(resp. u ∈ λFu+ (1− λ)p).

Pour les démonstrations des théorèmes 2.1 et 2.2 et pour plus de détails,
nous renvoyons le lecteur à [4, 13].

Théorème 2.3 (Théorème de Banach). Soit f : [a, b] → R une fonction
absolument continue. Si A ⊂ {t ∈ [a, b] : f ′(t) 6= 0}, et µ(f(A)) = 0, alors
µ(A) = 0.

Proposition 2.4 (Inégalité de Wirtinger). Soit x ∈ Cp une fonction abso-
lument continue telle que x′ ∈ L2 et x = 0. Alors ‖x‖2 ≤ 1

2π‖x
′‖2.

Proposition 2.5 (Inégalité de Sobolev). Si x ∈ C1
p est tel que x = 0, alors

|x|0 ≤ 1
2
√

3
‖x′‖2 ≤ 1

2
√

3
|x′|0.

Proposition 2.6. Soit x ∈ C une fonction absolument continue. Si pour
tout entier j tel que 1 ≤ j ≤ n il existe tj ∈ I tel que xj(tj) = 0, alors |x|0 ≤
n‖x′‖1.

On pourra trouver une preuve du théorème 2.3 dans [16]. Pour les proposi-
tions 2.4 et 2.5, voir [21, p. 46], et pour la proposition 2.6 voir [6].
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Définition 2.2. Soient k et m des entiers positifs. Une fonction f : I ×
Rkn → Rm (resp. une fonction multivoque Φ : I × Rkn → K(m)) est dite Lp-
Carathéodory si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) pour chaque z ∈ Rkn, la fonction t 7→ f(t, z) est mesurable (resp. pour
chaque z ∈ Rkn, la fonction t 7→ Φ(t, z) est mesurable);

(ii) pour presque tout t ∈ I, la fonction z 7→ f(t, z) est continue (resp. pour
presque tout t ∈ I, la fonction z 7→ Φ(t, z) est s.c.s.);

(iii) pour tout R > 0, il existe hR ∈ Lp telle que si |z| ≤ R alors |f(t, z)| ≤
hR(t) pour presque tout t ∈ I (resp. pour tout R > 0, il existe hR ∈ Lp

telle que si |z| ≤ R alors |Φ(t, z)| ≤ hR(t), p.p. t ∈ I).

Nous dirons que f (resp. Φ) est de Carathéodory si elle est L1-Carathéodory.

Définition 2.3. Chaque fonction f : I × Rkn → Rn (resp. Φ : I × Rkn →
K(n)) Lp-Carathéodory induit l’opérateur de Carathéodory associé à f (resp.
l’opérateur multivoque de Carathéodory associé à Φ), Nf : Ck−1 → C0 (resp.
NΦ : Ck−1 → 2C0), défini par

Nfx(t) =
∫ t

0

f(s, x(s), x′(s), . . . , x(k−1)(s)) ds

(resp. NΦx = {t 7→
∫ t

0
φ(s) ds : φ : I → Rn est une sélection intégrable de

Φ(·, x(·))}).

Une propriété importante des opérateurs de Carathéodory est donnée par

Proposition 2.7. Soit f : I × Rkn → Rn une fonction Lp-Carathéodory et
Nf l’opérateur de Carathéodory associé à f. Alors Nf est continu et complète-
ment continu.

Proposition 2.8. Si Φ : I ×Rkn → K(n) est une fonction Lp-Carathéodo-
ry, alors l’opérateur NΦ est à valeurs convexes, compactes et non vides, s.c.s. et
complètement continu.

Pour les preuves de ces résultats et pour plus de détails voir [15, 16].

3. Théorèmes d’existence

Dans cette section, nous présentons les résultats principaux de notre article.

3.1. Un principe général d’existence. Soit n0 un entier inférieur ou égal
à n. Nous définissons l’application η : Rn → Rn par

[η(x)]j =

{
xj si j = 1, . . . , n0,

−xj si j = n0 + 1, . . . , n.
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Pour ε ∈ R fixé, nous considérons la famille de problèmes suivants :

(Pε
λ)

{
x′′(t) + εη(x(t)) = λ[f(t, x(t), x′(t)) + εη(x(t))], p.p. t ∈ I,
x(0) = x(1), x′(0) = x′(1),

où λ ∈ [0, 1] et f : I × R2n → Rn est une fonction de Carathéodory.

Théorème 3.1. Supposons que :

(H1) Il existe une constante M > 0 et deux fonctions positives p ∈ L2 et
q ∈ L1 (pouvant dépendre de M) telles que :

|f(t, x, y)| ≤ p(t)|y|+ q(t), p.p. t ∈ I, ∀x tel que |x| ≤M.

Supposons en outre que toute solution éventuelle x de (Pε
λ) vérifie |x|0 ≤ M .

Alors (P) admet au moins une solution.

Démonstration. Si x est une solution de (Pε
λ), alors

(3.1) x′′(t) = λf(t, x(t), x′(t))− (1− λ)εη(x(t)),

ce qui donne

−
∫ 1

0

x′′(t)x(t) dt = ‖x′‖22 ≤
∫ 1

0

|f(t, x(t), x′(t)) · x(t)| dt+ |ε| · ‖x‖22

≤M(‖p‖2‖x′‖2 + ‖q‖1) + |ε|M2,

d’où l’existence d’une constante c telle que

(3.2) ‖x′‖2 ≤ c.

De l’hypothèse (H1) et des relations (3.1) et (3.2) il découle que

‖x′′‖1 ≤ c‖p‖2 + ‖q‖1 + |ε|M.

Comme
∫ 1

0
x′(t) dt = 0, pour chaque j = 1, . . . , n il existe tj ∈ I tel que x′j(tj)

= 0. D’où, par la proposition 2.6, |x′|0 ≤ n‖x′′‖1. Nous obtenons ainsi l’existence
d’une constante M ′, indépendante de λ, telle que

|x′|0 ≤M ′.

Soient Lε : C1
p → C0 et Nε : C1

p → C0 les opérateurs définis par

Lεx(t) = x′(t)− x′(0) + ε

∫ t

0

η(x(s)) ds,

Nεx(t) =
∫ t

0

[f(s, x(s), x′(s)) + εη(x(s))] ds.

L’opérateur Lε est un opérateur linéaire inversible, et il découle de la proposi-
tion 2.7 que Nε est un opérateur continu et complètement continu.
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Le problème (Pε
λ) est alors équivalent au problème de point fixe

x = λL−1
ε Nεx, x ∈ C1

p,

et pour λ = 1 on retrouve le problème (P).
Soit R > max{M,M ′} et U l’ouvert défini par U = {x ∈ C1

p : |x|1 < R}; alors
(Pε

λ) n’a pas de point fixe sur la frontière de U , et en appliquant le théorème 2.2
nous obtenons l’existence d’une solution de (P). �

Remarque. Soient Mn l’ensemble des matrices carrées d’ordre n, H : I ×
Rn → Mn une fonction L2-Carathéodory et g : I × Rn → Rn une fonction de
Carathéodory. Une fonction f de la forme

f(t, x, y) = g(t, x)−H(t, x)y

vérifie l’hypothèse (H1).

3.2. Méthode des sur- et sous-solutions. Dans toute cette section, la
fonction f : [0, 1]× R2 → R est une fonction de Carathéodory.

Définition 3.1. Soient α et β deux fonctions dans C1 dont les dérivées sont
absolument continues et telles que α(t) ≤ β(t) pour tout t ∈ I. Nous rappelons
que α est sous-solution de (P) si et seulement si{

α′′(t) ≥ f(t, α(t), α′(t)), p.p. t ∈ [0, 1],

α(0) = α(1), α′(0) ≥ α′(1),

et β est sur-solution si{
β′′(t) ≤ f(t, β(t), β′(t)), p.p. t ∈ [0, 1],

β(0) = β(1), β′(0) ≤ β′(1).

Nous dirons que α est une sous-solution stricte si elle vérifie de plus :

inf ess
t

[α′′(t)− f(t, α(t), α′(t))] > 0.

De même, β est une sur-solution stricte si

inf ess
t

[f(t, β(t), β′(t))− β′′(t)] > 0.

Avant d’énoncer notre théorème d’existence nous allons introduire quelques
notations. Soient α une sous-solution et β une sur-solution de (P). Nous
désignerons par (Pλ)λ∈[0,1] la famille de problèmes multivoques

(Pλ)

{
x′′(t)− x(t) ∈ Φλ(t, x(t), x′(t)), p.p. t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1), x′(0) = x′(1),
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où Φλ : [0, 1]× R2 → 2R est défini par

Φλ(t, x, y) =



max{β′′(t)− β(t), λf(t, x, y)− λx} si x > β(t),

I(f, λ, β) si x = β(t),

λf(t, x, y)− λx si α(t) < x < β(t),

J(f, λ, α) si x = α(t),

min{α′′(t)− α(t), λf(t, x, y)− λx} si x < α(t),

avec

I(f, λ, β) = [λ(f(t, x, y)− x),max{β′′(t)− β(t), λ(f(t, x, y)− x)}]

et

J(f, λ, α) = [min{α′′(t)− α(t), λ(f(t, x, y)− x)}, λ(f(t, x, y)− x)].

Soient L : C1
p → C0, Nf : C1

p → C0 et NΦλ
: C1

p → 2C0 les opérateurs définis
par

Lx(t) = x′(t)− x′(0)−
∫ t

0

x(s) ds,

Nfx(t) =
∫ t

0

[f(s, x(s), x′(s))− x(s)] ds,

NΦλ
x =

{
t 7→

∫ t

0

φ(s) ds : φ : I → R est une sélection mesurable de Φλ

}
.

L’opérateur L est linéaire, continu et bijectif, et Nf est continu et complètement
continu (proposition 2.7). D’autre part, Φλ étant une fonction de Carathéodory,
NΦλ

est à valeurs convexes, compactes non vides, s.c.s. et complètement continu
(proposition 2.8). Si F = L−1Nf et Fλ = L−1NΦλ

, alors F : C1
p → C1

p est
complètement continu et Fλ : C1

p → 2C1
p est à valeurs convexes, compactes non

vides, s.c.s. et complètement continu. Le problème (P) est alors équivalent au
problème de point fixe suivant :

Fx = x, x ∈ C1
p,

et (Pλ) est équivalent au problème de point fixe

x ∈ Fλx, x ∈ C1
p.

Théorème 3.2. Supposons que le problème (P) possède une sous-solution
α et une sur-solution β, et que f vérifie l’hypothèse :

(H2) Il existe p ∈ L∞ (ou bien p ∈ L2 avec ‖p‖2 < 1) et q ∈ L1 tels que

|f(t, x, y)| ≤ p(t)|y|+ q(t), p.p. t ∈ I, ∀x tel que α(t) ≤ x ≤ β(t).
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Alors (P) admet au moins une solution x telle que α(t) ≤ x(t) ≤ β(t) pour tout
t ∈ I.

Démonstration. Soient x une solution de (Pλ), et t0 le point où la fonction
u = x − β atteint son maximum. Supposons que t0 ∈ (0, 1). Alors u′(t0) = 0
et il existe un voisinage V ′ de t0 tel que u′′(t) ≤ 0 pour presque tout t ∈ V ′.
Si u(t0) > 0, alors il existe un voisinage V ′′ de t0 tel que u(t) > 0 quel que
soit t ∈ V ′′. Or, par définition de Φ1 nous aurions u′′(t) ≥ u(t) > 0 presque
partout sur V = V ′ ∩ V ′′, ce qui est contradictoire. Si u atteint son maximum
en 0 et si u(0) > 0, en raisonnant comme précédemment, tenant compte de la
périodicité, nous obtenons une contradiction. Nous avons donc montré que toute
solution x de (Pλ) vérifie x(t) ≤ β(t) quel que soit t ∈ I. De la même manière
on montrerait que x(t) ≥ α(t) quel que soit t ∈ I.

D’autre part, toute solution de (P1) est une solution de (P). En effet, soit x
une solution de (P1). Alors nous savons que α(t) ≤ x(t) ≤ β(t) pour tout t ∈ I.
Soit B = {t ∈ I : x(t) = β(t)}. Alors on a, par application du théorème de
Banach, x′(t) = β′(t) pour tout t ∈ B et x′′(t) = β′′(t) pour presque tout t ∈ B.
Par définition de Φ1 on a

f(t, x(t), x′(t))− x(t) ≤ x′′(t)− x(t) ≤ max{β′′(t)− β(t), f(t, x(t), x′(t))− x(t)}

presque partout sur B, et comme β est une sur-solution, nous avons : x′′(t) =
f(t, x(t), x′(t)) presque partout surB. Par un raisonnement analogue sur l’ensem-
ble A = {t ∈ I : x(t) = α(t)}, nous obtenons finalement x′′(t) = f(t, x(t), x′(t))
pour presque tout t ∈ I et x est donc solution de (P).

Montrons maintenant qu’il existe une constante M ′ telle que toute solution
x de (Pλ) vérifie |x′|0 ≤ M ′. Soit x une solution de (Pλ). Alors, d’après ce qui
précède, on a α(t) ≤ x(t) ≤ β(t) quel que soit t ∈ I. Si nous considérons les
ensembles A et B définis plus haut, nous obtenons, par définition de Φλ et en
utilisant le fait que α et β sont sous- et sur-solutions,

λf(t, x(t), x′(t)) + (1− λ)x(t) ≤ x′′(t) ≤ f(t, x(t), x′(t)), p.p. t ∈ B,

et

f(t, x(t), x′(t)) ≤ x′′(t) ≤ λf(t, x(t), x′(t)) + (1− λ)x(t), p.p. t ∈ A.

D’où finalement,

|x′′(t)| ≤ max{|λf(t, x(t), x′(t)) + (1− λ)x(t)|, |f(t, x(t), x′(t))|}, p.p. t ∈ I,

et de l’hypothèse (H2) il découle que

(3.3) |x′′(t)| ≤ p(t)|x′(t)|+ q(t) + |x(t)|, p.p. t ∈ I.
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Soit b le point où |x′| atteint son maximum. Si x′(b) = 0, alors x′ ≡ 0;
sinon, soit a = sup{t ∈ I : x′(t) = 0, x′ ne change pas de signe sur [t, b]}. Sans
perte de généralité on peut supposer que x′(b) > 0 et que a < b. Si nous posons
M = max{|α|0, |β|0}, il découle de (3.3) que

x′′(t) ≤ |p(t)|x′(t) + |q(t)|+M, p.p. t ∈ (a, b),

et en intégrant cette relation entre a et b, nous obtenons

x′(b) ≤ 2|p|∞M + ‖q‖1 +M si p ∈ L∞

ou

x′(b) ≤ ‖p‖2 x′(b) + ‖q‖1 +M si p ∈ L2 avec ‖p‖2 < 1.

D’où, dans les deux cas, l’existence d’une constante M ′ telle que |x′|0 ≤M ′.
Nous considérons maintenant la famille de problèmes

(Pτ )

{
x′′(t)− x(t) ∈ Ψτ (t, x(t), x′(t)), p.p. t ∈ [0, 1],

x(0) = x(1), x′(0) = x′(1),

où Ψτ : I × R2 → 2R est définie par

Ψτ (t, x, y) =



τ max{β′′(t)− β(t), 0} si x > τβ(t),

τ [0,max{β′′(t)− β(t), 0}] si x = τβ,

0 si τα(t) < x < τβ(t),

τ [min{α′′(t)− α(t), 0}, 0] si x = τα,

τ min{α′′(t)− α(t), 0} si x < τα(t).

Remarquons que si x est solution de (Pτ
2 ) et si 0 < τ ≤ 1, alors x/τ est

solution de (P0) et nous avons donc |x|0 ≤ τM et |x′|0 ≤ τM ′.
Soit NΨτ : C1

p → 2C0 l’opérateur défini par

NΨτx =
{
t 7→

∫ t

0

ψ(s)ds : ψ : I → R est une sélection mesurable de Ψτ

}

et soit Gτ = L−1NΨτ
; alors F0 = G1 et G0 = 0.

Pour conclure, il découle des étapes précédentes qu’il suffit de montrer que
F1 admet un point fixe. Soient R > max{M,M ′} et

U = {x ∈ C1
p : |x|1 ≤ R}.

Alors Fλ, de même que Gτ , sont sans point fixe sur la frontière de U , pour tout
λ et τ dans [0, 1]. On en déduit que l’opérateur F1 est homotope à F0 = G1, qui
lui-même est homotope à la fonction constante nulle. Il découle du théorème 2.1
que F1 est essentielle et admet donc un point fixe. �
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Supposons maintenant que α et β sont respectivement sous-solution stricte
et sur-solution stricte du problème (P) et que la fonction f vérifie (H2). Soient
M = max{|α|0, |β|0} et U l’ouvert défini par

U = {x ∈ C1
p : α(t) < x(t) < β(t), ∀t ∈ I, |x′|0 < M ′}

avec M ′ > (2|p|∞ + 1)M + ‖q‖1 si p ∈ L∞, et M ′ > (‖q‖1 +M)/(1− ‖p‖2) si
p ∈ L2.

Lemme 3.3. Avec les hypothèses et les notations ci-dessus, si nous supposons
de plus que f vérifie :

(H3) Pour tout R > 0 et ε > 0, il existe δ = δ(ε,R) > 0 tel que

|(x, y)− (x1, y1)| ≤ δ ⇒ |fR(t, x, y)− fR(t, x1, y1)| ≤ ε, p.p. t ∈ I,

où fR est la restriction de f à I × B(0, R), alors d(I − F,U) est bien défini et
d(I − F,U) = ±1.

Démonstration. Pour montrer que d(I − F,U) est bien défini, il suffit de
vérifier que F ∈ K∂U (U , C1

p). Comme Nf est complètement continu, l’opérateur
F : U → C1

p est compact. Il reste à démontrer que F n’a pas de point fixe sur
∂U . Soit x un point fixe de F tel que α(t) ≤ x(t) ≤ β(t) pour presque tout t ∈ I.
Considérons les ensembles A = {t ∈ I : x(t) = α(t)} et B = {t ∈ I : x(t) = β(t)}.
Nous allons d’abord démontrer que µ(A) = µ(B) = 0. Si µ(B) 6= 0, par le
théorème de Banach, les ensembles {t ∈ [0, 1] : x(t) = β(t), x′(t) 6= β′(t)} et
{t ∈ [0, 1] : x(t) = β(t), x′(t) = β′(t), x′′(t) 6= β′′(t)} seraient de mesure nulle et
par conséquent

β′′(t) = x′′(t) = f(t, x(t), x′(t)) = f(t, β(t), β′(t)), p.p. t ∈ B;

ce qui est contradictoire car β est sur-solution stricte. De la même manière on
montre que µ(A) = 0. Posons

a = inf ess
t

{α′′(t)− f(t, α(t), α′(t))} > 0,

b = inf ess
t

{f(t, β(t), β′(t))− β′′(t)} > 0.

Supposons maintenant qu’il existe t0 ∈ (0, 1) tel que x(t0) − β(t0) = 0; alors
x′(t0) − β′(t0) = 0. Soient R = max{M,M ′}, 0 < ε < b et δ = δ(R, ε) donné
par l’hypothèse (H3); il existe alors ξ > 0 tel que

|s− t0| < ξ ⇒ |(x(s)− β(s), x′(s)− β′(s))| < δ.
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Puisque x(s)−β(s) ≤ 0 pour tout s ∈ [t0, t0 +ξ[, par le théorème de la moyenne,
il existe t ∈ ]t0, t0 + ξ[ tel que x′(t)− β′(t) ≤ 0. Nous avons alors

x′(t)− β′(t) =
∫ t

t0

(x′′(s)− β′′(s)) ds

=
∫ t

t0

[f(s, x(s), x′(s))− f(s, β(s), β′(s))] ds

+
∫ t

t0

[f(s, β(s), β′(s))− β′′(s)] ds

≥
∫ t

t0

[f(s, x(s), x′(s))− f(s, β(s), β′(s))] ds+ b(t− t0)

≥ (−ε+ b)(t− t0) > 0,

ce qui est contradictoire.
Si x(0) = β(0), alors nécessairement x′(0) ≤ β′(0) et il découle des conditions

aux limites que nous avons alors x(1) = β(1) et x′(1)−β′(1) ≤ x′(0)−β′(0) ≤ 0;
comme x−β atteint dans ce cas son maximum aussi en 1, la seule possibilité est
x′(0) − β′(0) = x′(1) − β′(1) = 0. Pour obtenir une contradiction, on raisonne
comme précédemment en prenant t0 = 0. Nous avons ainsi montré que B = ∅.
De la même façon, on obtiendrait A = ∅.

Par ailleurs, d’une manière analogue à la preuve du théorème 3.2, nous pou-
vons montrer que

|x′|0 ≤ (2|p|∞ + 1)M + ‖q‖1 < M ′.

Remarquons que F est une sélection continue de l’opérateur F1 défini plus haut
(i.e. Fx ∈ F1x pour tout x ∈ U) et que F1 n’a pas de point fixe sur B(0, R)\U .
Considérons l’homotopie compacte H : U × [0, 1] → C1

p définie par H(x, λ) =
λFx + (1 − λ)F1x. Si x ∈ ∂U et x ∈ H(x, λ), alors, comme F1x est convexe,
x ∈ F1x; ce qui est contradictoire. Nous avons enfin, pour R assez grand, et en
utilisant les propriétés d’excision, d’invariance par homotopie et de normalisation
du degré,

d(I − F,U) = d(I −F1,U) = d(I −F1, B(0, R)) = d(I −F0, B(0, R))

= d(I − G0, B(0, R)) = d(I,B(0, R)) = ±1. �

Remarque. L’hypothèse (H3) est vérifiée si f est une fonction continue.

Théorème 3.4. Si α et β sont respectivement sous-solution stricte et sur-
solution stricte du problème (P) et si f vérifie les hypothèses (H2) et (H3), alors
(P) admet au moins une solution x telle que α(t) < x(t) < β(t) quel que soit
t ∈ I.

Démonstration. Il découle du lemme 3.3 que d(I − F,U) 6= 0, donc le
problème (P) admet au moins une solution x ∈ U . �
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4. Applications

Nous donnons dans ce paragraphe quelques applications du théorème 3.1.

4.1. Systèmes du type Liénard. Nous avons le théorème suivant :

Théorème 4.1. Soient e ∈ L̃1, F : Rn → R une fonction de classe C2 et
g : I × Rn → Rn une fonction de Carathéodory telle que :

(i) il existe un entier n0 ∈ [1, n] et une constante M > 0 tels que :
• xjgj(t, x) ≥ 0, p.p. t ∈ I, si |xj | ≥ 1√

n
M , j = 1, . . . , n0,

• xjgj(t, x) ≤ 0, p.p. t ∈ I, si |xj | ≥ 1√
n
M , j = n0 + 1, . . . , n;

(ii) lim sup
|x|→∞

|g(t, x)|
|x|

<
4π2

1 + π2/3
.

Alors le problème

(L)

{
x′′(t) +

d

dt
gradF (x(t)) + g(t, x(t)) = e(t), p.p. t ∈ I,

x(0) = x(1), x′(0) = x′(1),

admet au moins une solution.

Démonstration. Soient ε > 0 (qu’on choisira par la suite suffisamment
petit), λ ∈ (0, 1] et x une solution périodique de l’équation

(4.1) x′′ + εη(x) = λ

(
− d

dt
gradF (x)− g(t, x) + e(t) + εη(x)

)
.

En intégrant l’équation (4.1) nous obtenons

(4.2) λ

∫ 1

0

g(t, x(t)) dt+ (1− λ)ε
∫ 1

0

η(x(t)) dt = 0,

ce qui peut s’écrire :

• λ
∫ 1

0
gk(t, x(t)) dt+ (1− λ)ε

∫ 1

0
xk(t) dt = 0 si k = 1, . . . , n0,

• λ
∫ 1

0
gk(t, x(t)) dt− (1− λ)ε

∫ 1

0
xk(t) dt = 0 si k = n0 + 1, . . . , n.

D’autre part, il découle de (4.1) que∫ 1

0

x′′(t) · x(t) dt = λ

∫ 1

0

{
e(t)− g(t, x(t))− d

dt
gradF (x(t))

}
· x̃(t) dt

− (1− λ)ε
∫ 1

0

η(x(t)) · x̃(t) dt.

Nous en déduisons que

‖x′‖22 ≤
∫ 1

0

|g(t, x(t))− e(t)| · |x̃(t)|dt+ ε

∫ 1

0

|x(t) · x̃(t)| dt.
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L’hypothèse (ii) et le fait que g soit de Carathéodory impliquent l’existence d’une
constante b > 0 et d’une fonction h ∈ L1 telles que

(4.3) b <
4π2

1 + π2/3
et |g(t, x)| ≤ h(t) + b|x|, ∀x ∈ Rn.

En utilisant les inégalités de Sobolev et de Wirtinger (propositions 2.4 et 2.5)
nous obtenons

‖x′‖22 ≤
∫ 1

0

(h(t) + b(|x|+ |x̃(t)|) + |e(t)|)|x̃(t)| dt+ ε

∫ 1

0

|x+ x̃(t)||x̃(t)| dt

≤ (‖h‖1 + (b+ ε)|x|+ ‖e‖1)|x̃|0 +
b+ ε

4π2
‖x′‖22

≤ 1
2
√

3
(‖h‖1 + (b+ ε)|x|+ ‖e‖1)‖x′‖2 +

b+ ε

4π2
‖x′‖22.

Choisissons ε tel que b+ ε < 4π2/(1 + π2/3) < 4π2. Nous avons alors

‖x′‖2 ≤
‖h‖1 + (b+ ε)|x|+ ‖e‖1

2
√

3
(
1− b+ε

4π2

) =
K ′
√
n

et en appliquant encore une fois l’inégalité de Sobolev,

(4.4) |x̃|0 ≤
‖h‖1 + (b+ ε)|x|+ ‖e‖1

12
(
1− b+ε

4π2

) .

Par ailleurs, pour tout t ∈ I nous avons

|x(t)| ≥ |x| − |x̃(t)|

≥ |x| − ‖h‖1 + (b+ ε)|x|+ ‖e‖1
12

(
1− b+ε

4π2

)
=

(
1− b+ ε

12(1− b+ε
4π2 )

)
|x| − ‖h‖1 + ‖e‖1

12
(
1− b+ε

4π2

) .
Posons c0 = 1 − (b + ε)/

(
12

(
1 − b+ε

4π2

))
et c1 = (‖h‖1 + ‖e‖1)/

(
12

(
1 − b+ε

4π2

))
.

Alors, puisque b+ ε < 4π2/(1 + π2/3), c0 est strictement positif, et nous allons
montrer que nécessairement nous avons

(4.5) |x| ≤ c

avec c = (K+ c1)/c0 et K = M +K ′. En effet, sinon nous avons |x(t)| > K quel
que soit t ∈ I; il existe alors un entier j et un réel t ∈ I tels que |xj(t)| > 1√

n
K.

Cela implique que pour tout t′ ∈ I,

|xj(t′)| =
∣∣∣∣xj(t) +

∫ t′

t

x′j(s) ds
∣∣∣∣ K√n −

∫ t′

t

|x′j(s)| ds

≥ K√
n
− ‖x′‖2 ≥

M√
n
.
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D’où l’existence d’un entier j, 1 ≤ j ≤ n, tel que |xj(t)| > 1√
n
M pour tout

t ∈ I. Comme xj est continue, ou bien xj(t) > 1√
n
M pour tout t ∈ I, ou bien

xj(t) < − 1√
n
M pour tout t ∈ I. Dans les deux cas, tenant compte de l’hypothèse

(i) et de la relation (4.2), nous obtenons une contradiction. Finalement, de (4.4)
et (4.5) découle l’existence d’une constante M1 telle que

|x|0 ≤M1.

Si H est la matrice hessienne de F (x), alors nous avons

d

dt
gradF (x) = H(x)x′,

et du théorème 3.1 découle le résultat cherché. �

Remarque. Si dans le théorème précédent nous supposons que e ∈ L̃2 et g
est L2-Carathéodory, avec une légère modification de la démonstration (voir [6])
nous pouvons remplacer l’hypothèse (ii) par

(ii) lim sup
|x|→∞

|g(t, x)|
|x|

<
4π2

1 + π/
√

3
.

Théorème 4.2 (Système de Duffing). Soit e ∈ L̃2. Supposons que :

(i) B est une matrice n× n définie positive ou négative;
(ii) G : Rn → R est une fonction de classe C1 telle qu’il existe M > 0 et

n0, 0 ≤ n0 ≤ n, vérifiant :

• xj
∂G

∂xj
(x) ≥ 0 si |xj | ≥M , j = 1, . . . , n0,

• xj
∂G

∂xj
(x) ≤ 0 si |xj | ≥M , j = n0 + 1, . . . , n.

Alors le problème

(D)

{
x′′(t) +Bx′(t) + gradG(x(t)) = e(t),

x(0) = x(1), x′(0) = x′(1),

admet au moins une solution.

Démonstration. Soit ε > 0. Considérons pour λ ∈ (0, 1] la famille d’équa-
tions

(4.6) x′′(t) = λ[−Bx′(t)− gradG(x(t)) + e(t)] + (λ− 1)εη(x(t)).

Soit x une solution périodique éventuelle de (4.6). Nous obtenons alors, en
multipliant (4.6) par x′(t) et en intégrant,∫ 1

0

Bx′(t) · x′(t) dt =
∫ 1

0

e(t) · x′(t) dt.
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Il découle de l’hypothèse (i) qu’il existe une constante b qui dépend de B telle
que |Bz · z| ≥ b|z|2. D’où, en utilisant les inégalités de Sobolev puis de Cauchy–
Schwarz,

|x̃|0 ≤
1

2
√

3
‖x′‖2 ≤

1
2b
√

3
‖e‖2.

D’autre part, en intégrant (4.6) on déduit que

(4.7) −λ
∫ 1

0

gradG(x(t)) dt = (1− λ)ε
∫ 1

0

η(x(t)) dt.

L’hypothèse (ii) implique que nous avons nécessairement

|xj | < M +
1

2b
√

3
‖e‖2, j = 1, . . . , n,

car sinon, il existerait j tel que |xj | ≥M + 1
2b
√

3
‖e‖2, ce qui implique que

|xj(t)| ≥ |xj | − |x̃j(t)| ≥M ∀t ∈ I.

Nous avons donc, puisque |xj | est continue, ou bien xj(t) > M pour tout t,
ou bien xj(t) < M pour tout t. Dans les deux cas, ceci contredit la relation (4.7).
Nous avons finalement obtenu la majoration

|x|0 ≤
√
n

(
M +

1
2b
√

3
‖e‖2

)
+

1
2b
√

3
‖e‖2.

Et nous concluons en appliquant le théorème 3.1. �

4.2. Résultats de multiplicité du type Ambrosetti–Prodi. Soient
g : [0, 1] × R → R une fonction de Carathéodory et k : R → R une fonction
continue. Pour chaque r ∈ R, nous considérons le problème suivant :

(Pr)

{
x′′(t) + k(x(t))x′(t) + g(t, x(t)) = r, p.p. t ∈ I,
x(0) = x(1), x′(0) = x′(1).

Lemme 4.3. Supposons qu’il existe des constantes R > 0 et r ∈ R telles que

r < g(t, u), p.p. t ∈ [0, 1],∀u ∈ R tel que |u| ≥ R.

Alors il existe une constante M1 > 0 (qui dépend de r,R, et g) telle que toute
solution x de (Ps) avec s ≤ r satisfait |x|1 ≤M1.

Démonstration. Soit x une solution de (Ps), avec s ≤ r. Nous avons alors

(4.8)
∫ 1

0

g(t, x(t)) dt = s,

et d’autre part

(4.9)
∫ 1

0

x′′(t)x̃(t) dt+
∫ 1

0

x̃(t)g(t, x(t)) dt = 0.
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Posons h(t) = min{r,−hR} (où hR ∈ L1 est donné par le fait que g est de
Carathéodory). Alors nous avons h(t) ≤ 0 et g(t, x(t)) ≥ h(t) p.p. sur I, et
tenant compte de (4.8),∫ 1

0

|g(t, x(t))| dt =
∫

A

−g(t, x(t)) dt+
∫

B

g(t, x(t)) dt

=
∫

A

−g(t, x(t)) dt+ s−
∫

A

g(t, x(t)) dt

avec A = {t ∈ I : g(t, x(t)) < 0} et B = {t ∈ I : g(t, x(t)) ≥ 0}; d’où∫ 1

0

|g(t, x(t))| dt ≤ r − 2
∫

A

g(t, x(t)) dt ≤ r −
∫

A

h(t) dt ≤ r + 2‖h‖1.

Il découle alors de (4.9) que
∫ 1

0
x′2(t)dt ≤ 2|x|0(r+ 2‖h‖1). Enfin, en appliquant

l’inégalité de Sobolev, nous obtenons

(4.10) ‖x′‖2 ≤
r + 2‖h‖1√

3
.

Par ailleurs, il existe t0 tel que |x(t0)| < R; car sinon nous aurions |x(t)| ≥ R

pour tout t ∈ [0, 1]. Or, par hypothèse nous avons r <
∫ 1

0
g(t, x(t)) dt, ce qui

contredit (4.8). De l’inégalité (4.10) et de la relation x(t) = x(t0) +
∫ t

t0
x′(s) ds,

nous obtenons l’existence d’une constante positive M , qui dépend de r, g et R,
telle que

|x|0 ≤M.

Du théorème 3.1 (en prenant ε = 0), il découle l’existence d’une constante M ′

telle que
|x′|0 ≤M ′,

d’où le résultat cherché avec M1 = max{M,M ′}. �

Lemme 4.4. Supposons qu’il existe des constantes R∗ > 0 et r∗ ∈ R telles
que :

• sup esst g(t, 0) < r∗,
• g(t, u) ≥ r∗, p.p. t ∈ I, ∀u ∈ R tel que |u| ≥ R∗.

Soient r1 = limR→∞(sup{r ∈ R : g(t, u) ≥ r, p.p. t ∈ I, ∀u tel que |u| ≥ R}) et
S = {r ∈ R : (Pr) admet une solution} et r0 = inf S. Alors, −∞ < r0 < r1 et
[r0, r1) ⊂ S.

Démonstration. S est non vide car r̂ = sup esst g(t, 0) appartient à S. En
effet, nous avons r̂ < r1, 0 est une sur-solution de Pbr et −R∗ est une sous-solution
de Pbr. Il en résulte (théorème 3.2) que Pbr admet au moins une solution.

Soit r ∈ S; montrons qu’alors [r, r1) ⊂ S. Si s ∈ [r, r1), alors de la définition
de r1 on déduit qu’il existe R > 0 tel que g(t, u) ≥ s pour presque tout t ∈ I et
pour |u| ≥ R. Soit xr une solution de (Pr); alors xr et −R sont respectivement
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sur-solution et sous-solution de (Ps) (pour R assez grand). Donc s ∈ S. Il
découle de ce qui précède que (r0, r1) ⊂ S. Comme g est de Carathéodory, il
existe hR∗ ∈ L1 telle que |g(t, u)| ≤ hR∗(t) pour presque tout t ∈ I et pour |u| ≤
R∗. Par ailleurs, si |u| ≥ R∗, on a g(t, u)r∗ ≥ −|r∗|. D’où g(t, x) ≥ −|r∗|−hR∗(t)
pour presque tout t ∈ [0, 1] et pour tout u ∈ R. Pour chaque r ∈ (r0, r1), si xr

est une solution de (Pr), alors

r =
∫ 1

0

g(t, xr(t)) dt ≥ −|r∗| − |hR∗ |.

On en déduit que r0 > −∞.
Il reste à prouver que r0 ∈ S. Soit (sn)n≥0 une suite dans S qui converge

vers r0 et telle que r0 < sn ≤ r̂. Pour chaque n, soit xn une solution de (Psn). Il
découle du lemme précédent que (xn)n≥0 est bornée par une constante M1 dans
C1. D’autre part, il existe une fonction hM1 ∈ L1 telle que |g(t, xn(t))| ≤ hM1(t),
p.p. t ∈ I, pour tout n. Nous avons donc, si t1, t2 ∈ I,

|xn(t2)− xn(t1)| ≤M1|t2 − t1|,

et

|x′n(t2)− x′n(t1)| ≤ (cM1 + r∗)|t2 − t1|+
∫ t2

t1

hM1(t) dt,

avec c = max{|k(x)| : x ∈ [−M1,M1]}. D’où l’équicontinuité de (xn)n≥0. Par le
théorème d’Arzelà–Ascoli, nous pouvons extraire de la suite (xn)n≥0 une sous-
suite (xϕ(n))n≥0 qui converge vers x0 dans C1. Par passage à la limite dans
l’expression

x′ϕ(n)(t)− x′ϕ(n)(0) +
∫ t

0

k(x(τ))x′(τ) dτ +
∫ t

0

[g(τ, xϕ(n)(τ))− sϕ(n)] dτ = 0,

et en utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons
que x0 est solution de (Pr0). �

Théorème 4.5. Avec les mêmes hypothèses que dans le lemme précédent,
si nous supposons de plus que pour tout R > 0 et ε > 0, il existe δ > 0 tel que

|x1 − x2| ≤ δ ⇒ |gR(t, x1)− gR(t, x2)| ≤ ε,

où gR est la restriction de g à I × (−R,R), alors il existe r0 ∈ R, r0 < r1, tel
que

(i) si r < r0, alors (Pr) n’admet pas de solution;
(ii) si r = r0, alors (Pr) admet au moins une solution;
(iii) si r ∈ (r0, r1), alors (Pr) admet au moins deux solutions.

Démonstration. Soient r0 et r1 définis dans le lemme 4.4. Alors (i) découle
de la définition de r0 et (ii) est une conséquence du lemme 4.4.
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Pour chaque r ∈ R donné, nous définissons les opérateurs L : C1
p → C0 et

Nr : C1
p → C0 par

Lx(t) = x′(t)− x′(0)−
∫ t

0

x(s) ds,

Nrx(t) =
∫ t

0

[r − g(s, x(s))− k(x(s))x′(s)] ds.

Posons
Tr = I − L−1Nr.

Pour démontrer (iii), on considère r ∈ (r0, r1] et x0 une solution de (Pr0).
Alors x0 est une sur-solution stricte de (Pr). Comme r < r1, il existe R > 0
(assez grand pour que −R ≤ x0(t) pour tout t) tel que

g(t, u) > r, p.p. t ∈ I, et pour |u| ≥ R.

Nous en déduisons alors que −R est sous-solution stricte de (Pr). D’autre part,
par le lemme 4.4, il existe M1 = M1(r, g) telle que toute solution de (Ps), avec
s ≤ r, vérifie |x|1 ≤M1. Posons

U1 = {x ∈ C1
p : −R < x(t) < x0(t) ∀t ∈ I, |x′|0 < M ′}

où M ′ > M1. En appliquant le lemme 3.3 et le théorème 3.4, nous obtenons
d(Tr,U1) = ±1 et (Pr) admet donc une solution x1 ∈ U1.

Soit d’autre part

U2 = {x ∈ C1
p : −R < x(t) < M1 ∀t ∈ I, |x′|0 < M ′}.

Nous savons que quel que soit s < r0, (Ps) n’admet pas de solution dans
U2, donc d(Ts,U2) = 0. D’autre part (pour R suffisamment grand), pour tout
s ≤ r, toute solution de (Ps) vérifie −R < x(t) < M1 et |x′|0 < M ′, donc
d(Ts,U2) est bien défini et par la propriété d’invariance par homotopie, on obtient
d(Tr,U2) = 0. En utilisant la propriété d’additivité du degré, nous obtenons
d(Tr,U2 \ U1) = ∓1. D’où l’existence d’une deuxième solution de (Pr), x2 ∈
U2 \ U1. �

Remarque. Dans le cas classique, le théorème 4.5 est démontré dans [7].
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