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1. Introduction

Nous nous proposons dans ce papier d’établir des résultats d’existence de
solutions du probléme suivant :

{ 2"(t) = f(ta(t),2/(1), pp.te 0,1,

(P) / /
(0) = 2(1), 2'(0) =='(1),

ot f: [0,1] x R?™ — R™ est une fonction de Carathéodory vérifiant une condition
de croissance au plus linéaire. Plus précisément, nous supposerons que pour tout
M >0, il existe p € L? et ¢ € L' tels que

If(t,x,y)] < p)]yl + q(t), p.p. t, Va tel que |z| < M.

Plusieurs auteurs se sont intéressés au cas ou la non linéarité est a crois-
sance du type Bernstein ou Bernstein—-Nagumo; nous citerons a ce sujet [2, 8-10,
14-20]. Si nous examinons par exemple I’équation de Liénard généralisée, c’est-
a-dire, lorsque la partie non linéaire f est de la forme f(¢,z,y) = e(t) —h(t, z)y —
g(t, ), g et h étant des fonctions de Carathéodory et e une fonction intégrable,
nous constatons que la fonction f ne satisfait pas la condition de croissance de
Bernstein-Nagumo, mais vérifie néanmoins une condition de croissance au plus

linéaire.
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Apres avoir présenté les notations et les résultats utilisés tout au long de ce
texte, nous commencons par établir un principe général d’existence (théoreme
3.1) que nous appliquons par la suite a des systémes de Liénard. Nous obtenons
ainsi des résultats qui généralisent ceux de J. Mawhin [18] et M. Martelli [17].

Dans le cas scalaire, en supposant que (P) possede une sur-solution « et
une sous-solution 3, nous démontrons au théoreme 3.2 existence d’une solution
x telle que S(t) < z(t) < a(t) pour tout ¢ dans [0,1]. Apres avoir introduit
une notion de sur- et sous-solution stricte généralisée, nous démontrons, moyen-
nant une hypothese supplémentaire sur f et en utilisant le degré de Leray-—
Schauder classique, lexistence d'une solution z vérifiant 5(t) < z(t) < «(t)
pour tout ¢ dans [0,1]; ce qui nous permet d’établir ensuite certains résultats
de multiplicité du type Ambrosetti-Prodi [1] concernant des problémes du type
Liénard qui se raménent dans le cas continu a ceux de C. Fabry, J. Mawhin et
M. N. Nkashama [7].

Nos preuves sont essentiellement basées sur le théoréeme de transversalité
topologique et I'alternative non linéaire de A. Granas.

2. Préliminaires

Soient I = [0,1] et n un entier positif. La norme euclidienne de R™ est
notée | - |. L’ensemble C' = C'(I,R™) dénote I'espace des fonctions continues &
valeurs dans R™, muni de la norme uniforme | - |o. L’espace C! = C1(I,R") des
fonctions contintiiment différentiables a valeurs dans R™ est muni de la norme
|1 = max{|z|o, [2'|o}-

Soient Cp = {z € C : z(0) = 0} et C} = {x € C* : 2(0) = x(1), 2/(0) =
2’(1)}; munis de leur topologie induite respective, ces deux sous-espaces sont des
espaces de Banach.

Pour p > 1, l'espace LP = LP(I,R"™) est muni de la norme usuelle ||z||, =
(fol lz(2)|P da) /P si p < 00, et ||z]|oo = inf{a € R: |z(t)| < a, p.p. t € I}.

Si X est une partie de L', nous adopterons la notation

X{xeX:/le(t)dto}.

Tout = € L' se décompose de la maniere suivante :
1 ~
x=T+T, ou f:/ z(t)dt et Te L'
0

Nous noterons K (n) I’ensemble des parties compactes convexes non vides de
R™. Si P € K(n), alors |P| = sup{|a| : a € P}.

Enfin, 4 désignera la mesure de Lebesgue.

Soient E un espace vectoriel normé, U un ouvert de E et 0l la frontiere de
U. Koy, E) (resp. Koy (U,2F)) dénote 'ensemble des applications continues
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compactes de U dans E, sans point fixe sur 9U (resp. 'ensemble des applications
multivoques compactes et semi-continues supérieurement (s.c.s.) de U dans E,
a valeurs compactes, convexes, non vides et sans point fixe sur OU). Pour F €
KouU, E) (resp. F € Kou(U,2F)), d(I — F,U) (resp. d(I — F,U)) dénotera le
degré classique de Leray—Schauder de I —F (resp. I —F) par rapport a 'ouvert U.
Le lecteur pourra consulter [3, 11] pour la définition et les propriétés essentielles
du degré topologique.

DEFINITION 2.1. Une application F € Kgy (U, E) (resp. F € Kou(U,2F))
est dite essentielle si toute application G € Koy (U, E) (resp. G € Koy (U,2F))
telle que F|oy = Glou (resp. Flou = Glow) admet au moins un point fixe.

THEOREME 2.1 (Transversalité topologique). Soient F' et G (resp. F et G)
homotopes dans Koy (U, E) (resp. Koy(U,2F)). Alors F (resp. F) est essentielle
si et seulement si G (resp. G) est essentielle.

THEOREME 2.2 (Alternative non linéaire). Soient F : U — E (resp. F :
U — 2F) une application compacte, et p € U. Alors, une des deux propriétés
sutvantes est satisfaite :

(a) F (resp. F) admet un point fize dans U.
(b) Il existe u € OU et X € (0,1) tels que u = AFu+ (1 — \)p
(resp. u € AFu+ (1 — N)p).

Pour les démonstrations des théoremes 2.1 et 2.2 et pour plus de détails,
nous renvoyons le lecteur & [4, 13].

THEOREME 2.3 (Théoréme de Banach). Soit f : [a,b] — R une fonction
absolument continue. Si A C {t € [a,b] : f'(t) # 0}, et u(f(A)) = 0, alors
n(A) = 0.

PROPOSITION 2.4 (Inégalité de Wirtinger). Soit z € C,, une fonction abso-
lument continue telle que 2’ € L? et T = 0. Alors ||z[l2 < 5=||2'[|2.

PROPOSITION 2.5 (Inégalité de Sobolev). Six € C’; est tel que T =0, alors
2o < S2alle’lls < el

PROPOSITION 2.6. Soit x € C une fonction absolument continue. Si pour
tout entier j tel que 1 < j < n il existe t; € I tel que x;(t;) = 0, alors |z|op <
nl|z|]:.

On pourra trouver une preuve du théoréme 2.3 dans [16]. Pour les proposi-
tions 2.4 et 2.5, voir [21, p. 46], et pour la proposition 2.6 voir [6].
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DEFINITION 2.2. Soient k et m des entiers positifs. Une fonction f : I x
R*™ — R™ (resp. une fonction multivoque ® : I x R** — K (m)) est dite LP-
Carathéodory si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) pour chaque z € R*" la fonction t — f(t, z) est mesurable (resp. pour
chaque z € R*", la fonction ¢ — ®(t, z) est mesurable);
(ii) pour presque tout ¢t € I, la fonction z — f(¢, z) est continue (resp. pour
presque tout ¢ € I, la fonction z — ®(¢, z) est s.c.s.);
(iii) pour tout R > 0, il existe hr € LP telle que si |z| < R alors |f(t,2)| <
hr(t) pour presque tout ¢t € I (resp. pour tout R > 0, il existe hp € LP
telle que si |z| < R alors |®(¢,2)| < hg(t), p.p. t € I).

Nous dirons que f (resp. ®) est de Carathéodory si elle est L!-Carathéodory.

DEFINITION 2.3. Chaque fonction f : I x R¥” — R™ (resp. ® : I x R¥* —
K(n)) LP-Carathéodory induit l'opérateur de Carathéodory associé & f (resp.
Vopérateur multivoque de Carathéodory associé a ®), Ny : Ck=1 — Cy (resp.
Ng : C*=1 — 2C0) défini par

Nya(t) :/O F(s,2(5),2'(5), .. ,a®=D(s)) ds

(resp. Noz = {t — fot @(s)ds : ¢ : I — R™ est une sélection intégrable de
(-, z(-)})
Une propriété importante des opérateurs de Carathéodory est donnée par

PROPOSITION 2.7. Soit f : I x R¥» — R™ une fonction LP-Carathéodory et
Ny Vopérateur de Carathéodory associé o f. Alors Ny est continu et compléte-

ment continu.

PROPOSITION 2.8. Si ®: I x RF" — K (n) est une fonction LP-Carathéodo-
ry, alors l'opérateur Ng est a valeurs convezres, compactes et non vides, s.c.s. et

complétement continu.

Pour les preuves de ces résultats et pour plus de détails voir [15, 16].

3. Théoremes d’existence
Dans cette section, nous présentons les résultats principaux de notre article.

3.1. Un principe général d’existence. Soit ny un entier inférieur ou égal

a n. Nous définissons l'application n : R® — R"™ par

€ Sij:].,...,’n(),
[n(w)]j{ .
—x; sig=mnog+1,...,n
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Pour ¢ € R fixé, nous considérons la famille de problemes suivants :

(P5) { a’(t) +en(a(t)) = ALf(t,2(t), ' (t)) + en(x(t))], p.p. t €,
A 2(0) = (1), 2/(0) = a'(1),

ot A € [0,1] et f: 1 x R?>™ — R™ est une fonction de Carathéodory.

THEOREME 3.1. Supposons que :

(Hy) II existe une constante M > 0 et deux fonctions positives p € L? et
q € L' (pouvant dépendre de M) telles que :

[f(t, 2, 9)| < p)|yl+ qt), p.p. t €I, YV tel que || < M.

Supposons en outre que toute solution éventuelle x de (P5) vérifie |x|o < M.
Alors (P) admet au moins une solution.

DEMONSTRATION. Si z est une solution de (P5), alors
(3.1) a”(t) = Af(t, x(t), 2" (1)) — (1= Nen(x(t)),

ce qui donne

1 1
—/0 o () (t) dt = [l']|3 < /O [f(t (), 2’ (1) - w(t)|dt + [e] - [l]]3
< M([Ipll2ll’[l2 + llgllr) + le] M2,
d’ou existence d’une constante c telle que
(3.2) 2]z < c.
De I’hypothese (Hy) et des relations (3.1) et (3.2) il découle que
="l < ellpll2 + llall + le[ M.

Comme fol #'(t)dt = 0, pour chaque j = 1,... ,n il existe t; € I tel que z(t;)
= 0. D’ot, par la proposition 2.6, |2’|g < n||”||1. Nous obtenons ainsi 'existence
d’une constante M’, indépendante de ), telle que

|,’L‘/|0 S M/.

Soient L. : C’Fl, — Cp et N, : C’Fl, — () les opérateurs définis par
t
L.x(t) = 2'(t) — 2/(0) + 5/ n(x(s)) ds,
0

Noa(t) = / (s, 2(5),2'(5)) + ena(s))] ds.

L’opérateur L. est un opérateur linéaire inversible, et il découle de la proposi-
tion 2.7 que N. est un opérateur continu et completement continu.
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Le probleme (P5) est alors équivalent au probléme de point fixe
r=AL_'N.z, T € C’;,

et pour A = 1 on retrouve le probleme (P).

Soit R > max{M, M'} et U I'ouvert défini par U = {z € C} : |z[y < R}; alors
(P5) n’a pas de point fixe sur la frontiere de U, et en appliquant le théoréme 2.2
nous obtenons I’existence d’une solution de (P). O

REMARQUE. Soient M,, I’ensemble des matrices carrées d’ordre n, H : I X
R™ — M,, une fonction L2-Carathéodory et g : I x R® — R™ une fonction de
Carathéodory. Une fonction f de la forme

f(t,x,y) = g(tvx) - H(t,l‘)y
vérifie ’hypotheése (Hy).

3.2. Méthode des sur- et sous-solutions. Dans toute cette section, la
fonction f : [0,1] x R? — R est une fonction de Carathéodory.

DEFINITION 3.1. Soient « et 3 deux fonctions dans C! dont les dérivées sont
absolument continues et telles que a(t) < 3(¢) pour tout ¢ € I. Nous rappelons
que « est sous-solution de (P) si et seulement si

{ o’(t) =z f(t,alt), (1), p.p-te(0,1],
a(0) =a(l), o/(0) =a'(1),
et B est sur-solution si

{ pr(t) < (£, 5(t), B'(t), p-p-te0,1],
B0) =p(1), p(0)<pQ).

Nous dirons que « est une sous-solution stricte si elle vérifie de plus :
inftess[a"(t) — f(t,a(t),a/(t))] > 0.
De méme, (3 est une sur-solution stricte si

infessl (1, 3(1), (1)) — (1) > 0.

Avant d’énoncer notre théoréeme d’existence nous allons introduire quelques
notations. Soient « une sous-solution et § une sur-solution de (P). Nous
désignerons par (Px)xeo,1] la famille de problemes multivoques

{ 2"(t) — z(t) € ®i(t, x(¢),2'(t)), p.p.te€]0,1],

P
(Px) 2(0) = z(1), 2'(0) = 2'(1),
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ot @, : [0,1] x R? — 2R est défini par

max{3"(t) — B(t), \f(t,z,y) — Az} siz>p(t),

I(fu)‘7ﬁ) Six:ﬁ(t)a
D) (t,z,y) =< Af(t,x,y) — \x si a(t) < x < B(t),
J(fv Ava) six = Cv(t),
min{a”(t) — a(t), \f(t,z,y) — Az} siz < alt),
I(fv)‘»ﬁ> = [)‘(f(t’x’y) - x)7max{ﬁﬂ(t> - ﬁ(t),)\(f(t,x,y) - .Z‘)H
et

J(fs X @) = [min{a”(t) — a(t), A\(f(t, 2, y) — 2)}, M(f(t, ,y) — 2)].
Soient L : C’Il, — Cp, Ny : C’Fl) — Cp et Ng, : Cé — 2C les opérateurs définis
par

Lx(t) = 2'(t) — 2'(0) — /0 x(s)ds,

t
Nyz(t) = / [f(s,2(s),2'(s)) — z(s)] ds,
0
t
N,z = {t — / @(s)ds: ¢ : I — R est une sélection mesurable de <I>,\}.
0

L’opérateur L est linéaire, continu et bijectif, et Ny est continu et completement
continu (proposition 2.7). D’autre part, ®, étant une fonction de Carathéodory,
Ng, est a valeurs convexes, compactes non vides, s.c.s. et completement continu
(proposition 2.8). Si F' = L™'Ny et Fx = L™ 'Ng,, alors F' : C) — C} est
completement continu et F) : C; — 2% est & valeurs convexes, compactes non
vides, s.c.s. et compleétement continu. Le probleme (P) est alors équivalent au
probleme de point fixe suivant :

Fr=ux, T € C’;,
et (Py) est équivalent au probleme de point fixe
z € Fax, T € C’Fl,.

THEOREME 3.2. Supposons que le probléme (P) posséde une sous-solution
« et une sur-solution 3, et que f vérifie ’hypotheése :

(Hy) 11 existe p € L™ (ou bien p € L? avec ||p|la < 1) et ¢ € L* tels que

|f(t 2, y)| < p(t)|y| + q(t), p.p. t €1, Vo tel que a(t) < x < [(t).
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Alors (P) admet au moins une solution x telle que a(t) < x(t) < B(t) pour tout
tel.

DEMONSTRATION. Soient z une solution de (Py), et tq le point ot la fonction
u = x — ( atteint son maximum. Supposons que ¢y € (0,1). Alors u/(to) =0
et il existe un voisinage V' de ty tel que u”(t) < 0 pour presque tout t € V.
Si u(tp) > 0, alors il existe un voisinage V' de to tel que u(t) > 0 quel que
soit ¢ € V”. Or, par définition de ®; nous aurions u” () > u(t) > 0 presque
partout sur V.= V' N V" ce qui est contradictoire. Si u atteint son maximum
en 0 et si u(0) > 0, en raisonnant comme précédemment, tenant compte de la
périodicité, nous obtenons une contradiction. Nous avons donc montré que toute
solution x de (Py) vérifie z(t) < B(¢) quel que soit t € I. De la méme maniére
on montrerait que x(t) > «a(t) quel que soit t € I.

D’autre part, toute solution de (Py) est une solution de (P). En effet, soit x
une solution de (Py). Alors nous savons que a(t) < z(t) < §(t) pour tout t € I.
Soit B = {t € I: z(t) = B(t)}. Alors on a, par application du théoréme de
Banach, 2/(t) = 8'(t) pour tout t € B et 2 (t) = 8”(¢) pour presque tout ¢t € B.
Par définition de ®; on a

[t (), 2 (1) — x(t) < 2"(t) — x(t) < max{B"(t) — B(t), f(t,2(t),2(t)) — (1)}

presque partout sur B, et comme 3 est une sur-solution, nous avons : z”(t) =
f(t,z(t),2'(t)) presque partout sur B. Par un raisonnement analogue sur ’ensem-
ble A= {t € I:z(t) = a(t)}, nous obtenons finalement =" (¢t) = f(¢t, z(t),z'(¢))
pour presque tout ¢ € I et x est donc solution de (P).

Montrons maintenant qu’il existe une constante M’ telle que toute solution
x de (Py) vérifie |2'|p < M'. Soit x une solution de (Py). Alors, d’apres ce qui
précede, on a a(t) < x(t) < B(t) quel que soit t € I. Si nous considérons les
ensembles A et B définis plus haut, nous obtenons, par définition de ®, et en
utilisant le fait que « et § sont sous- et sur-solutions,

Af(t,2(t), 2’ (1) + (1 — Na(t) < 2”(t) < f(t,2(t),2'(t),  pp.teB,
et

ft,zt),2' () <2"(t) < Af(t2(t),2' () + (1= Nax(t), pp.teA
D’ott finalement,
2" (t)] < max{|Af(t, x(t),2"(t)) + (L = Nx(@)], [f(t,2(@), 2" )]}, pp.tel
et de Phypothese (Hp) il découle que

(3.3) 2" ()] < p(t)]a"(B)] +q(t) + |2(t)],  pp.-teL
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Soit b le point ou |2/| atteint son maximum. Si z’(b) = 0, alors 2’ = 0;

sinon, soit a = sup{t € I : 2/(t) = 0, 2’ ne change pas de signe sur [¢,b]}. Sans
perte de généralité on peut supposer que z’(b) > 0 et que a < b. Si nous posons
M = max{|alo, |Blo}, il découle de (3.3) que

2"(t) < lp@)|2"(t) + lg(t)| + M, p.p.t € (a,b),
et en intégrant cette relation entre a et b, nous obtenons
a'(b) < 2lplocM + [lgly + M sip€ L™

ou
a'(b) < |Ipll2 2’ (b) + llalls + M sipe L? avec [|p]2 < L.

D’ot, dans les deux cas, I'existence d’une constante M’ telle que |2'|p < M.

Nous considérons maintenant la famille de problémes

P { 2 (t) — z(t) € U (¢, x(t),2'(t)), p.p.-te]o1],
z(0) = z(1), 2'(0) =2'(2),

ou ¥, : I x R? — 2R est définie par

Tmax{s"(t) — B(t),0} si x> 70(¢),
7[0, max{3" (t) — 5(t),0}] siz =710,

U (t,z,y)=<¢ 0 si Ta(t) <z < 76(t),
Tlmin{a” (t) — «(t),0},0] siz=Ta,
rmin{a” () — «a(t), 0} si x < Ta(t).

Remarquons que si « est solution de (P]) et si 0 < 7 < 1, alors x/7 est
solution de (Py) et nous avons donc |z|o < 7M et |2'|p < 7M.

Soit Ny, : C} — 2% Topérateur défini par
t
Ny x = {t — / Y(s)ds : 1) : I — R est une sélection mesurable de U,
0

et soit G, = L™t Ny _; alors Fy = G; et Gy = 0.
Pour conclure, il découle des étapes précédentes qu’il suffit de montrer que
F1 admet un point fixe. Soient R > max{M, M’} et

U={zeC): |zl <R}

Alors F), de méme que G, sont sans point fixe sur la frontiere de U, pour tout
A et 7 dans [0, 1]. On en déduit que 'opérateur F; est homotope & Fy = Gy, qui
lui-méme est homotope a la fonction constante nulle. Il découle du théoréme 2.1
que F; est essentielle et admet donc un point fixe. O



374 N. EL KHATTABI

Supposons maintenant que « et 0 sont respectivement sous-solution stricte
et sur-solution stricte du probleme (P) et que la fonction f vérifie (Hz). Soient
M = max{|alo, |Blo} et U Vouvert défini par

U={zeC):alt)<az(t) <p(t), Vtel, |2'lo <M}

avec M’ > (2|plec + )M + ||g||1 sip € L™=, et M’ > (|lq|l1 + M) /(1 — ||p|l2) si
p€ L2

LEMME 3.3. Awec les hypothéses et les notations ci-dessus, si nous supposons
de plus que f vérifie :

(H3) Pour tout R >0 et e > 0, il existe 6 = 0(e, R) > 0 tel que
|(I,y) - (x17y1)| < §= |fR(taxay) - fR(ta‘Tlvyl” < g, p.-p- te Ia

ot fr est la restriction de f a I x B(0,R), alors d(I — F,U) est bien défini et
d(I — F,U) = +1.

DEMONSTRATION. Pour montrer que d(I — F,U) est bien défini, il suffit de
vérifier que F € Koy (U, C’;). Comme Ny est compléetement continu, 'opérateur
F:U— C; est compact. Il reste & démontrer que F' n’a pas de point fixe sur
OU. Soit  un point fixe de F tel que a(t) < z(t) < S(¢) pour presque tout t € I.
Considérons les ensembles A= {t € I : z(t) = a(t)}et B={t € I : 2(t) = B(¢)}.
Nous allons d’abord démontrer que p(A) = p(B) = 0. Si u(B) # 0, par le
théoréme de Banach, les ensembles {t € [0,1] : z(t) = B(t), 2/(t) # B'(t)} et
{t €10,1] : x(t) = B(t), «'(t) = B'(t), 2" (t) # B"(t)} seraient de mesure nulle et
par conséquent

pr(t) = a"(t) = f(t,x(t),2"(t) = f(£, B(t), (),  pp-tEB;

ce qui est contradictoire car 3 est sur-solution stricte. De la méme maniere on
montre que pu(A) = 0. Posons

a= inftess{a”(t) — f(t,a(t),a'(t)} >0,
b= infess{f(t, B(t), (1)) — B"(t)} > 0.
Supposons maintenant qu’il existe to € (0,1) tel que xz(tg) — B(tg) = 0; alors

' (to) — ' (to) = 0. Soient R = max{M,M'}, 0 < e < bet § = (R, e) donné
par I'hypothese (Hj); il existe alors £ > 0 tel que

|s —to| < &= (x(s) — B(s),2"(s) — B'(s))] < 0.
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Puisque z(s) — 3(s) < 0 pour tout s € [to, to +&], par le théoréme de la moyenne,
il existe t € Jto, to + [ tel que 2/(t) — B'(t) < 0. Nous avons alors

fw—aw:/Xﬂ@—ﬁ%»w

to

:/Ww®¢waﬂ$M%M

to

+/U@M%MW—W@MS

to

> / [f(s,2(s),2"(s)) = f(s,B(s), 3 (s))] ds + b(t — to)

to

= (=g +b)(t —to) >0,

ce qui est contradictoire.

Si z(0) = 5(0), alors nécessairement 2’(0) < 5’(0) et il découle des conditions
aux limites que nous avons alors (1) = 3(1) et /(1) — /(1) < 2/(0) — 5'(0) < 0;
comme = — (3 atteint dans ce cas son maximum aussi en 1, la seule possibilité est
z'(0) — #'(0) = 2/(1) — B/(1) = 0. Pour obtenir une contradiction, on raisonne
comme précédemment en prenant tg = 0. Nous avons ainsi montré que B = ().
De la méme facon, on obtiendrait A = ().

Par ailleurs, d’'une maniere analogue a la preuve du théoreme 3.2, nous pou-
vons montrer que

|2'Jo < (2ploc + )M + [lglly < M".
Remarquons que F' est une sélection continue de 'opérateur F; défini plus haut
(i.e. Fx € Fix pour tout z € U) et que F; n’a pas de point fixe sur B(0, R)\U.
Considérons I'homotopie compacte H : U x [0,1] — C} définie par H(z,\) =
AFz + (1 — N)Fiz. Siz € OU et © € H(z, ), alors, comme Fix est convexe,
x € Fix; ce qui est contradictoire. Nous avons enfin, pour R assez grand, et en
utilisant les propriétés d’excision, d’invariance par homotopie et de normalisation

du degré,
d(I — F,U)=d(I - F,U)=d(I — F1,B(0,R)) =d(I — Fo, B(0, R))
=d(I — Go,B(0,R)) =d(I,B(0,R)) = £1. O

REMARQUE. L’hypothese (Hj) est vérifiée si f est une fonction continue.

THEOREME 3.4. Si « et 3 sont respectivement sous-solution stricte et sur-
solution stricte du probléme (P) et si f vérifie les hypothéses (Ha) et (Hg), alors
(P) admet au moins une solution x telle que a(t) < z(t) < B(t) quel que soit
tel.

DEMONSTRATION. Il découle du lemme 3.3 que d(I — F,U) # 0, donc le
probleme (P) admet au moins une solution z € Y. O
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4. Applications
Nous donnons dans ce paragraphe quelques applications du théoreme 3.1.
4.1. Systemes du type Liénard. Nous avons le théoreme suivant :
THEOREME 4.1. Soient e € L', F : R™ — R une fonction de classe C? et

g: I xR™ — R" une fonction de Carathéodory telle que :

(i) il existe un entier ng € [1,n] et une constante M > 0 tels que :
o x;9i(t,x) >0, pp. tel, sz\xj|> M]—l o,
e 2,9;(t,x) <0, p.p. t €1, si|zj| > - MJ*”0+1 n;

. lg(t, )] 4n?
ii) limsup .
T I T

Alors le probleme

©) { " (t) + %gradF(m(t)) +g(t,z(t) =e(t), p.p. tel,
xz(0) = (1), 2'(0) =2'(1),

admet au moins une solution.

DEMONSTRATION. Soient € > 0 (qu'on choisira par la suite suffisamment
petit), A € (0,1] et = une solution périodique de 1’équation

(4.1) 2 +en(x) = /\( - digrad F(z) —g(t,z) +e(t) + en(ax)).

En intégrant I’équation (4.1) nous obtenons

1 1
(4.2) )\/ g(t,x(t))dt—i—(l—)\)e/ n(@(t)) dt =0,
0 0
ce qui peut s’écrire :
o M) gr(t,(t)) dt + (1 — X foxktdt:OSikzl,...,no,
o N[ gr(t,x(t))dt — (1= Ne [} ap(t)dt =0sik =ng+1,... ,n

D’autre part, il découle de (4.1) que

/ ") - w(t) di = /\/{ ta:(t))—igradF(az(t))}~§(t)dt
u—A>[;muw»fmdt

Nous en déduisons que

123 < /\gtx )~ e(t)]- |ﬁ+e/\z ()] dt.
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L’hypotheése (ii) et le fait que g soit de Carathéodory impliquent I’existence d’une
constante b > 0 et d’une fonction h € L' telles que

472

et |g(t,z)| < h(t) + blz|, Vo € R".

En utilisant les inégalités de Sobolev et de Wirtinger (propositions 2.4 et 2.5)
nous obtenons

||x’||§§/0 (h(t)+b(\fl+Iﬂ?(t)l)+|e(t)l)|5(7f)ldt+€/0 |7+ z(t)|[2(t)| dt

_ - b+e
< (bl + b+ &) + llel)Ialo + 2 213
1 b+e
< —(|lh b — / re /2'
< 2\/g(II e+ (b + o)zl + llell)ll2"llz + 5’2

Choisissons ¢ tel que b+ e < 472 /(1 + 72/3) < 47%. Nous avons alors

— /
||.’EI||2 < ||h||1 +(b+€)|1’| + ||€||1 _ £

R = RV

et en appliquant encore une fois 'inégalité de Sobolev,

[2l[1 + (b + )T + llefly
12(1 _ b+€) .

472

(4.4) 1Z]o <

Par ailleurs, pour tout ¢ € I nous avons
|z(8)] = 7] — [z(t)]
_ Al + 0+ o)) + llells
12(1 - 3%)
(1= Y- Ll
1201 5)) " T (- i)

472 472

> [z|

Posons ¢g = 1 — (b+¢2)/(12(1 — §55)) et er = (Al + llell1)/(12(1 = §£)).
Alors, puisque b+ ¢ < 472 /(1 4 72 /3), co est strictement positif, et nous allons
montrer que nécessairement nous avons

(4.5) 7] <c¢

avec ¢ = (K +c¢1)/co et K = M + K'. En effet, sinon nous avons |z(t)| > K quel
que soit ¢ € I; il existe alors un entier j et un réel ¢t € I tels que |x;(t)| > ﬁK.
Cela implique que pour tout ' € I,

fﬁ—/ 121 (s)ds




378 N. EL KHATTABI

D’ou l'existence d'un entier j, 1 < j < n, tel que |z;(t)| > ﬁM pour tout
t € I. Comme x; est continue, ou bien x;(t) > ﬁM pour tout ¢ € I, ou bien
zi(t) < —ﬁM pour tout ¢ € I. Dans les deux cas, tenant compte de I’hypothese
(i) et de la relation (4.2), nous obtenons une contradiction. Finalement, de (4.4)
et (4.5) découle 'existence d’une constante M; telle que

‘$|0 § Ml.

Si ‘H est la matrice hessienne de F(z), alors nous avons

d /

— grad F(z) = H(x)z',

dt

et du théoreme 3.1 découle le résultat cherché. g
REMARQUE. Si dans le théoréeme précédent nous supposons que e € L2 et g

est L?-Carathéodory, avec une légere modification de la démonstration (voir [6])
nous pouvons remplacer ’hypothese (ii) par

t A2
(ii) lim sup l9(t, z)] LN

THEOREME 4.2 (Systéme de Duffing). Soit e € L2. Supposons que :

(i) B est une matrice n x n définie positive ou négative;
(i) G : R® — R est une fonction de classe C' telle qu’il existe M > 0 et
ng, 0 < ng < n, vérifiant :

oG

o zjg (@) 20 sila;| = M, j=1,... no,
J
oG
o jo—(2) O sife| > M, j=no+1,....n.
J

Alors le probléme

D) { 2" (t) + Ba'(t) + grad G(x(t)) = e(t),

z(0) = z(1), 2'(0) =2'(1),
admet au moins une solution.

DEMONSTRATION. Soit € > 0. Considérons pour A € (0, 1] la famille d’équa-
tions

(4.6) 2" (t) = N\[=Ba'(t) — grad G(z(t)) + e(t)] + (A — Den(x(t)).

Soit = une solution périodique éventuelle de (4.6). Nous obtenons alors, en
multipliant (4.6) par z’(¢) et en intégrant,

1 1
/()Bx(t)-:z:(t)dt:/o e(t) - x'(t) dt.
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11 découle de I’hypotheése (i) qu’il existe une constante b qui dépend de B telle

que |Bz - z| > b|z|?. D’oli, en utilisant les inégalités de Sobolev puis de Cauchy—
Schwarz,

#lo < szl < = lell>.

T 2V3 T 26V3

D’autre part, en intégrant (4.6) on déduit que

(4.7 —)\/0 grad G(z(t)) dt = (1 — )\)5/0 n(x(t)) dt.

L’hypothese (ii) implique que nous avons nécessairement
el =1

—|le||2, =1,...

vz

car sinon, il existerait j tel que |Z;| > M + ﬁ”eﬂg, ce qui implique que

7| < M + , T,

|z ()| = [75] = [z ()] = M Viel

Nous avons donc, puisque |z;| est continue, ou bien z;(t) > M pour tout ¢,
ou bien x;(t) < M pour tout t. Dans les deux cas, ceci contredit la relation (4.7).
Nous avons finalement obtenu la majoration

1 1
zlo < vV/nl M+ ——=l|le + ———|le]|2.
olo < V(M + Zzlell) + el
Et nous concluons en appliquant le théoreme 3.1. g

4.2. Résultats de multiplicité du type Ambrosetti—Prodi. Soient
g : [0,1] x R — R une fonction de Carathéodory et k : R — R une fonction

continue. Pour chaque r» € R, nous considérons le probleme suivant :

) 2"(t) + k(w(t)a’ () + g(t.a (D) =7, pp.tET,
z(0) =z(1), 2/(0)=2'(1).
LEMME 4.3. Supposons qu’il existe des constantes R > 0 et r € R telles que
r < g(t,u), p.p- t €10,1],Vu € R tel que |u| > R.

Alors il existe une constante My > 0 (qui dépend de r, R, et g) telle que toute
solution x de (P®) avec s < r satisfait |x|y < M.

DEMONSTRATION. Soit z une solution de (P*), avec s < r. Nous avons alors

1
(4.8) /0 g(t,z(t)) dt = s,

et d’autre part

1 1
(4.9) /Oz”(t)i(t)dt+/0 Z(t)g(t, z(t)) dt = 0.
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Posons h(t) = min{r,—hgr} (ot hg € L' est donné par le fait que g est de
Carathéodory). Alors nous avons h(t) < 0 et g(t,z(t)) > h(t) p.p. sur I, et
tenant compte de (4.8),

| stezoiae= [ —ge.sas [ ga)a

B

:/A_g(t,x(t))dwrs—/g(t,m(t))dt

A
avec A={tel:g(t,z(t)) <0} et B={tel:g(tx(t)) >0} don

/0 |g(t,x(t))|dtgr—Z/Ag(t,m(t))dtgr—/Ah(t)dt§r+2||h||1.

11 découle alors de (4.9) que fol x'2(t)dt < 2|z|o(r +2||h|}1). Enfin, en appliquant
I'inégalité de Sobolev, nous obtenons
7+ 2||hll

5

Par ailleurs, il existe to tel que |z ()| < R; car sinon nous aurions |z(t)| > R

(4.10) lll2 <

pour tout ¢ € [0,1]. Or, par hypothése nous avons r < fol g(t,z(t)) dt, ce qui
contredit (4.8). De l'inégalité (4.10) et de la relation x(t) = x(to) + ftto x'(s) ds,
nous obtenons 'existence d’une constante positive M, qui dépend de r, g et R,

telle que
|z]o < M.
Du théoréme 3.1 (en prenant ¢ = 0), il découle l'existence d’une constante M’
telle que
|20 < M,
d’ot le résultat cherché avec My = max{M, M'}. O

LEMME 4.4. Supposons qu’il existe des constantes R* > 0 et r* € R telles
que :
e supess, g(t,0) < r*,
o g(t,u) >7r*, p.p. t €I, Vu€R tel que |u| > R*.
Soient 11 = imp_, oo (sup{r € R: g(t,u) > r, p.p. t € I, Yu tel que |u| > R}) et
S ={reR: (P") admet une solution} et ro =inf S. Alors, —oco < ro <11 et
[To, 7‘1) CS.

DEMONSTRATION. S est non vide car 7 = supess, g(¢,0) appartient & S. En
effet, nous avons 7 < rq, 0 est une sur-solution de P” et —R* est une sous-solution
de P". Tl en résulte (théoréme 3.2) que P” admet au moins une solution.

Soit r € S; montrons qu’alors [r,71) C S. Si s € [r,r1), alors de la définition
de 71 on déduit qu’il existe R > 0 tel que g(¢,u) > s pour presque tout t € I et
pour |u| > R. Soit z, une solution de (P"); alors z, et —R sont respectivement
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sur-solution et sous-solution de (P®) (pour R assez grand). Donc s € S. 1l
découle de ce qui précede que (rg,r1) C S. Comme g est de Carathéodory, il
existe hp« € L! telle que |g(¢,u)| < hg-(t) pour presque tout t € I et pour |u| <
R*. Par ailleurs, si |u| > R*, on a g(t,u)r* > —|r*|. D’ou g(t,z) > —|r*|—hpg(t)
pour presque tout t € [0,1] et pour tout u € R. Pour chaque r € (rg,r1), si z,
est une solution de (P"), alors

1
r:/ ot zn () dt > —|r*] — [hr-].
0

On en déduit que ry > —oo.

Il reste & prouver que 1o € S. Soit (s,)n>0 une suite dans S qui converge
vers rg et telle que rg < s, < 7. Pour chaque n, soit ,, une solution de (P*). 1l
découle du lemme précédent que (x,,),>0 est bornée par une constante M; dans
C'. D’autre part, il existe une fonction hyy, € L' telle que |g(t, 7, (t))| < har, (2),
p-p- t € I, pour tout n. Nous avons donc, si t1,t2 € I,

|2 (t2) — xn(t1)| < Milta — ta],

et

ta

[ t2) 2 (t)] < (eMy + )2 = a4 [ hary (0)

ty
avec ¢ = max{|k(z)| : ¢ € [-M7, M1]}. Dot I'équicontinuité de (z,,)n>0. Par le
théoréme d’Arzela—Ascoli, nous pouvons extraire de la suite (2, ),>0 une sous-
suite (2, (n))n>0 qui converge vers xg dans C'. Par passage a la limite dans
I’expression

t

o (ny () = () (0) +/0 k(a(r))z'(7) dr + /0 [9(7, 2o (n) (7)) = 8p(m)] dT = 0,

et en utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons
que x( est solution de (P™). O

THEOREME 4.5. Avec les mémes hypothéses que dans le lemme précédent,
st nous supposons de plus que pour tout R > 0 et € > 0, il existe § > 0 tel que

|1 — 22| <0 = |gr(t,21) — gr(t, 22)| <€,
ot gr est la restriction de g a I x (=R, R), alors il existe ro € R, 1o < 11, tel
que

(i) sir <mg, alors (P") n’admet pas de solution;
(i) sir=ro, alors (P") admet au moins une solution;
(iii) sir € (ro,r1), alors (P") admet au moins deux solutions.

DEMONSTRATION. Soient rg et 71 définis dans le lemme 4.4. Alors (i) découle
de la définition de 7¢ et (ii) est une conséquence du lemme 4.4.



382 N. EL KHATTABI

Pour chaque r € R donné, nous définissons les opérateurs L : C’Il) — (% et
N, : C}‘l’ — C° par

La(t) = 2/(t) — 2/(0) — /0 2(s) ds,
Nealt) = [ b= g(s.a(s) =~ Ka(e)a/ () ds

Posons
T.=1—L"'N,.
Pour démontrer (iii), on consideére r € (rg,r1] et z¢ une solution de (P").
Alors z est une sur-solution stricte de (P"). Comme r < 71, il existe R > 0
(assez grand pour que —R < xo(t) pour tout t) tel que

g(t,u) >, p.p. t € I, et pour |u| > R.

Nous en déduisons alors que —R est sous-solution stricte de (P"). D’autre part,
par le lemme 4.4, il existe My = M (r,g) telle que toute solution de (P?), avec
s <r, vérifie |x|; < M;. Posons

U ={zeCp:—R<a(t) <wz(t) Vt € I,]a'|o < M'}

ol M’ > M;. En appliquant le lemme 3.3 et le théoréme 3.4, nous obtenons
d(T,,Uy) = £1 et (P") admet donc une solution x; € U;.
Soit d’autre part

Uy ={ze€C):—R<a(t) <M Vtel,|a'|o <M}

Nous savons que quel que soit s < 79, (P*) n’admet pas de solution dans
Uy, done d(Ts,Uz) = 0. D’autre part (pour R suffisamment grand), pour tout
s < r, toute solution de (P?®) vérifie —R < x(t) < My et |z'|o < M’, donc
d(Ts,Us) est bien défini et par la propriété d’invariance par homotopie, on obtient

L

(T-,Uz) = 0. En utilisant la propriété d’additivité du degré, nous obtenons
d(T,,Uy \U1) = F1. D’ol l'existence d'une deuxiéme solution de (P"), xo €
U \ U . O

REMARQUE. Dans le cas classique, le théoréme 4.5 est démontré dans [7].
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