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Zarys tre$ci Wsrdd obserwowanych makroekonomicznych szeregow czasowych wigk-
szo$¢ moze by¢ traktowana jako realizacja kowariancyjnie niestacjonarnych proceséw stocha-
stycznych. Wprowadzenie idei kointegracji umozliwilo poprawne, zaréwno od strony statystycz-
nej jaki i ekonomicznej, modelowanie takich szeregéw. Celem niniejszego opracowania jest wy-
korzystanie metodologii bayesowskiej do prognozowania w ramach modelu VEC przysztych war-
tosci wektora obserwacji. Prognoza ta zostanie poprzedzona wyborem najbardziej prawdopodob-
nych specyfikacji z grupy modeli, ktére moga si¢ r6zni¢ dhugoscia opdznienia w procesie VAR,
rodzajem trendu deterministycznego, iloscia relacji kointegrujacych oraz liczba i rodzajem dodat-
kowych restrykcji naktadanych na przestrzen kointegrujaca i/lub przestrzen wspotczynnikow do-
stosowan. Wykorzystanie techniki bayesowskiego taczenia wiedzy pozwoli na otrzymanie pro-
gnozy punktowej oraz oszacowanie jej niepewnosci, ktéra bedzie odzwierciedlata nie tylko nie-
pewnos¢ zwiazang z przysztymi warto$ciami procesu i parametroéw modelu, ale rowniez z jego
specyfikacja.

Stowa kluczow e: kointegracja, wnioskowanie bayesowskie, prognozowanie, bayesowskie
taczenie wiedzy.

1. WSTEP

Wsrod obserwowanych makroekonomicznych szeregéow czasowych wigk-
szos¢ moze by¢ traktowana jako realizacja kowariancyjnie niestacjonarnych
proceséw stochastycznych. Wprowadzenie idei kointegracji (zob. np. Engle,
Granger, 1987; Johansen, 1996) umozliwito poprawne, zarowno od strony sta-
tystycznej jaki i ekonomicznej, modelowanie takich szeregdw. Z twierdzenie
Grangera o reprezentacji wynika, ze kazdy wielowymiarowy proces skointe-
growany mozna przedstawi¢ w postaci mechanizmu korekty biedu. Jedna
z gtownych zalet makroekonomicznych modeli z mechanizmem korekty btedu
jest wyrazne oddzielenie zaleznos$ci krotkookresowych od dlugookresowych,
zwykle popartych teoria ekonomii i bedacych glownym celem analizy. Po-
wszechnie znanym problemem pojawiajacym si¢ w analizie kointegracji jest
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nieidentyfikowalno§¢ parametrow wektorowego modelu z mechanizmem ko-
rekty btedu (VEC). Bezposrednia interpretacja parametrow oszacowanych wek-
torow kointegrujacych w przypadku, gdy rzad kointegracji jest wigkszy niz je-
den, jest zatem niemozliwa. Oszacowanie parametrow modelu z mechanizmem
korekty bledu powinno by¢ wigc wstgpem do dalszej analizy badanego zjawiska
ekonomicznego, takiej na przyktad jak prognoza, dekompozycja wariancji, czy
tez analiza reakcji wybranej zmiennej na zakldcenia zmiennych z sytemu.

Celem niniejszego opracowania jest wykorzystanie metodologii bayesow-
skiej do prognozowania, w ramach modelu VEC, przysztych wartosci wektora
obserwacji. Prognoza ta zostanie poprzedzona wyborem najbardziej prawdopo-
dobnych specyfikacji z grupy modeli, ktore moga si¢ r6zni¢ dtugoscia opdznie-
nia w procesie VAR, rodzajem trendu deterministycznego, iloscia relacji koin-
tegrujacych oraz liczba i rodzajem dodatkowych restrykcji naktadanych na
przestrzen kointegrujaca i/lub przestrzen wspotczynnikow dostosowan. Wyko-
rzystanie techniki bayesowskiego taczenia wiedzy pozwoli na otrzymanie pro-
gnozy punktowej oraz oszacowanie jej niepewnosci, ktora begdzie odzwiercie-
dlata nie tylko niepewno$¢ zwiazang z przysztymi warto$ciami procesu i para-
metrow modelu, ale rowniez z jego specyfikacja.

Przedstawione metody zostang zilustrowane prognoza inflacji oraz stopy
bezrobocia dla gospodarki polskie;j.

2. BAYESOWSKI WEKTOROWY MODEL Z MECHANIZMEM
KOREKTY BLEDU

Rozwazmy n — wymiarowy proces skointegrowany {x:}, gdzie t = 1,2,...,T
oraz przedstawmy go w postaci modelu z mechanizmem korekty biedu:
k-1

Ax, :a([F X, |+ dlt)+l“0mt +ZFI.AXH. +p,d, +g, = )
i=1

=af'z, +1'z,, +¢,, t=12,..,T,

Dla uproszczenia notacji, zapiszmy model (1) w postaci macierzowej:
Z,=4X=Zpo'+Z,'+E=Z11I'+Z,T +E, 2)

gdzie Z() = (AX], AXz,..., AXT)’, Z1 = (le, Z,..., ZIT)’, Zl/ = ( Xt—l,a dlt’):
Z, = (221, Zn,..., To7), T/ = (® AXpy', AXpo's.o.y AXpprt', o), B= (B+/ ¢1'),
= (r(), Fl, rz,...,rk_l, (pz)', E= (31, €2,.00y ST)’, &~ lan(O, Z), t= 1, 2, cees T. Po-
przez macierze dy;, d;; mozemy wprowadzi¢ do modelu trendy deterministycz-
ne, macierz @, grupuje pozostate zmienne nielosowe, macierz o wymiaru nxr
zawiera wspoOlczynniki dostosowan, f wymiaru mxr jest macierza wektorow
kointegrujacych; m > n oraz m = n, gdy w relacjach kointegrujacych nie ma
sktadowych deterministycznych. Macierze a oraz  maja rzad réwny r, gdzie
0<r<n.
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Dekompozycja macierzy IT na iloczyn dwoch macierzy, o oraz 8, o pelnym
rzedzie kolumnowym r, rownym liczbie relacji kointegrujacych, jest dekompo-
zycja tradycyjna, wynikajaca z przypisywanej im interpretacji. Wada tej de-
kompozycji jest niejednoznacznos¢, co oznacz, ze dla dowolnej nieosobliwej
macierzy C stopnia 7 macierze IT = ap’ oraz IT = aCC'B” sa obserwacyjnie
rownowazne. Inaczej mowiac, w danych zawarta jest jedynie informacja o prze-
strzeni kointegrujacej bedacej elementem rozmaitosci Grassmanna (G, ), kto-
ra jest zbiorem » — wymiarowych podprzestrzeni R” .

W niniejszej pracy wykorzystamy bayesowski model VEC zaproponowany
przez Strachana i Indera (2004), w ktorym, w oparciu o prace Jamesa (1954), do
wyprowadzenia rozktadu a priori dla przestrzeni kointegrujacej wykorzystano
zalezno$¢ pomigdzy rozmaito$cia Grassmanna i rozmaitoscig Stiefela (V,.,,), be-
daca zbiorem » — ram (ang. r — frames), tj. zbiorow ztozonych z r ortonormal-
nych wektor6w z R". Ograniczenie normy wektoréw kointegrujacych do jed-
nosci oraz ustalenie ich orientacji w przestrzeni kointegrujacej nie utrudnia
wnioskowania o tejze przestrzeni, ulatwia natomiast wyprowadzenie rozktadu
a priori dla przestrzeni kointegrujacej. Jednostajny rozktad na rozmaitosci Stie-
fela prowadzi do jednostajnego rozktadu na rozmaitosci Grassmanna. Obydwie
rozwazane rozmaitosci sa zwarte, czyli rozklady jednostajne sa wiasciwe.
Czynniki Bayesa uzyte do porownywania modeli, przy zalozeniu braku infor-
macji a priori o przestrzeni kointegrujacej, sa wigc dobrze zdefiniowane. Stra-
chan i Inder (2004), wykorzystujac klase rozkladow MACG wprowadzong przez
Chikuse w 1990r. (ang. matrix angular central Gaussian distributions) definiuja
rowniez informacyjne rozklady a priori, a tym samym prezentuja sposob na
wprowadzenie do modelu wstepnej wiedzy na temat estymowanych relacji ko-
integrujacych.

Koop, Leon-Gonzalez, Strachan (2007) zaproponowali, dla tej grupy mode-
li, algorytm uzyskania proby z rozktadu a posteriori oparty na probniku Gibbsa.
W algorytmie tym korzystamy z niejednoznacznosci dekompozycji macierzy I1:

M=ap' =aDD 'p' = (@D)(BD ') = ap’, gdzie D jest dodatnio okreslona ma-
cierza wymiaru r x r. Algorytm polega na przetaczaniu si¢ pomigdzy tymi pa-
rametryzacjami oraz wymaga losowania z rozkladow macierzowego normalne-
g0 i odwroconego Wisharta.

3. BAYESOWSKIE POROWNYWANIE KONKURENCYJINYCH
MODELI T EACZENIE WIEDZY

Metodologia bayesowska dostarcza rowniez narz¢dzia wyboru adekwatnego
modelu z grupy modeli, ktore moga rézni¢ sig kilkoma cechami jednocze$nie.
Wybdr modelu odbywa si¢ na podstawie prawdopodobienstwa a posteriori ob-
liczonego dla kazdego modelu z kompletnego zbioru parami wykluczajacych
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si¢ modeli opisujacych badane zjawisko (Osiewalski, Steel, 1993; Osiewalski,
2001; Pajor, 2003).

Rozwazmy grupg bayesowskich modeli VEC indeksowanych wektorem ¢&:
Mz E=(k,r,d, 0,e) € E}:

M pX.04)=pA0 P (X 16,) cez, 3)

gdzie X oznacza dane, 0 € = jest wektorem parametrow modelu M, a p:(6,s)
oznacza rozktad a priori przyjety dla parametréw modelu M:. Sktadowe wekto-
ra ¢ opisuja cechy, ktorymi mogg réznic si¢ modele VEC: k wyznacza dlugosc¢
op6znienia w dynamice krotkookresowej, » — liczbe relacji kointegrujacych,
d — rodzaj trendu, o — dodatkowe restrykcje natozone na przestrzen kointegruja-
ca, e — forme egzogeniczno$ci wybranych zmiennych.

Wykorzystujac twierdzenia Bayesa mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwa
a posteriori wedtug nastgpujacego wzoru:

cex

gdzie p(X]M) jest brzegowa gestoscia wektora obserwacji w modelu M, tj
plx [ é)ZJ‘@(;)pé(X 0 -0 0 Ee= . ©)

Analityczne obliczenie calek danych wzorem (5) jest zazwyczaj bardzo skom-
plikowane lub wrecz niemozliwe, dlatego tez do ich wyznaczenia stosuje si¢
metody numeryczne (zob. np. Newton, Raftery, 1994; Kass, Raftery, 1995;
Chib, 1995; Gamerman, 1997) lub aproksymacje, np. aproksymacj¢ Laplace’a
(zob. np. Kass, Raftery, 1995 oraz Strachan, Inder, 2004 dla modelu VEC). Ma-
jac probe wylosowanag wedlug rozktadu a posteriori dla parametrow modelu M
warto$¢ brzegowej gestosci wektora obserwacji mozna na przyklad przyblizac
srednia harmoniczna z warto$ci funkcji wiarygodnosci (Newton, Raftery, 1994;
Kass, Raftery, 1995):

sl )- ( ij ()

Wyznaczone prawdopodobienstwa a posteriori mozna wykorzysta¢ w dalszej
analizie, stosujac metod¢ bayesowskiego taczenia wiedzy, dzieki czemu otrzy-
mane wnioski nie bgda opieraly si¢ na jednym wybranym modelu, ale beda od-
zwierciedlaty réwniez niepewnos$¢ zwigzana z jego specyfikacja (zob. np.
Osiewalski, 2001).

Niech y bedzie podzbiorem parametrow wspolnych dla modeli w rozwaza-
nej klasie { M;, ¢ € E}, wowczas gestos¢ a posteriori y dana jest rOwnaniem:
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plvix)= 3 plulx. v, oo |x), ™)
tex
gdzie p(M4X) jest prawdopodobienstwem a posteriori modelu M, a p(y|X,M:)
gestoscia a posteriori y w modelu M.

W niniejszym opracowaniu metoda bayesowskiego taczenia wiedzy zosta-
nie wykorzystana do wyznaczenia prognozy wektora przysztych obserwacji.

4. PROGNOZOWANIE W RAMACH BAYESOWSKIEGO MODELU VEC

Bayesowska predykcja oparta jest na rozkltadzie predyktywnym, tj. na wa-
runkowym wzgledem obserwacji rozktadzie przysztych wartosci analizowanego
procesu. Oznaczmy wektor prognozowanych wartosci przez:

~ !

X = (xT+l’xT+2""’xT+h) >

gdzie & jest horyzontem prognozy. Warunkowy, wzgledem zaobserwowanych
wartosci X, rozktad predyktywny otrzymujemy usredniajac, po przestrzeni pa-

rametrow, tzw. probkowa gestos¢ predyktywna p X 0,X) z wykorzystaniem

gestosci rozkladu a posteriori dla parametrow modelu jako funkcji wagowe;j
(Osiewalski, 2001; Zellner, 1971):

¥ 1x)=] pl¥.01xW0=] p(¥|0.x)p(01 X)a0. ®)

Tak wyznaczony rozktad predyktywny uwzglednia niepewnos$¢ zwiazang za-
réwno z warto$ciami prognozowanymi, jak i rOwniez z warto$cia parametrow.

Dodatkowo, wykorzystujac technikg bayesowskiego taczenia wiedzy, dla
wyznaczenia prognozy, mozemy rozwazy¢ nie jeden model bayesowski, ale ich
zbior {Myz & e E}:

P(X|X)ZZP(M¢|X)P(X|X’M¢):

£eE

- Sl ), 10,0 ki,

feB

)

W wyniku taczenia wiedzy otrzymujemy zatem jeden rozktad predyktywny be-
dacy $rednia wazona rozktadow predyktywny w rozwazanych modelach z wa-
gami rownymi prawdopodobienstwom a posteriori tych modeli.

Otrzymany rozktad predyktywny prezentuje cata wiedz¢ badacza na temat
przysztych wartosci badanego procesu, warunkowa wzglgdem jego zrealizowa-
nych wartosci. Chcac podsumowac te wiedz¢ mozemy, wykorzystujac rozktad
predyktywny, wyznaczy¢ prognoze punktowa oraz podac oceng jej niepewno-
$ci. Prognoza punktowa jest rozwigzaniem nastgpujacego problemu (Zellner,
1971):
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min jR)?L()?,)%)p()ﬂX)d)? , (10)

X
gdzie L()? X ) oznacza przyjeta funkcje starty, a X prognoze punktowa.

Warto§¢ oczekiwana rozktadu predyktywnego jest optymalna prognoza
punktowa, gdy jako funkcjg straty przyjmiemy form¢ kwadratowa (tj. kwadra-
towa funkcje starty). Warto§¢ oczekiwang oraz wariancje¢ rozkladu predyktyw-
nego danego wzorem (9) mozna wyznaczy¢ znajac warto$ci oczekiwane oraz
wariancje rozktadow predyktywnych rozwazanych modeli (zob. np. Villani,
2001):

E(X|x)= pl.|x E(X|x, M. )

)= S V0 Sl el o, - e

ktore mozna oszacowa¢ wykorzystujac proby wylosowane wedtug rozktadow
predyktywnych dla tych modeli.

5. WYNIKI EMPIRYCZNE

Przedstawione procedury wnioskowania bayesowskiego w ramach modelu
VEC zostana zilustrowane prognoza inflacji oraz stopy bezrobocia dla gospo-
darki polskiej. Prognoza zostata poprzedzona analiza spirali ptacowo — cenowe;j
z wykorzystaniem obserwacji kwartalnych z lat 1995-2007 dla pigciu szeregow
czasowych: logarytmu ptac przecigtnych z sektora przedsigbiorst (w), logarytmu
indeksu cen konsumpcyjnych (p), logarytmu wydajnosci pracy (z), logarytmu
indeksu cen importu (m), stopy bezrobocia (w procentach, U).

Rozwazono zbidr modeli rézniacych si¢ dlugoscia opodznienia w modelu
VAR, k € {1, 2, 3, 4}, rodzajem trendu, d € {1, 2, 3, 4, 5}, rzedem macierzy
mnoznikéw dhugookresowych IT, » € {0, 1, 2, 3, 4, 5} oraz restrykcjami nato-
zonymi na przestrzen wektorow kointegrujacych, o € {0, 1}, Iub/i przestrzen
wspotczynnikoéw dostosowan , e € {0, 1}. Rodzaje trendu, a takze rodzaje re-
strykcji, odpowiadajace kolejnym wartosciom indeksow d, o, oraz e prezentuje
tabela 1.

Po uwzglednieniu wszystkich kombinacji rozwazanych cech, pozostawieniu
po jednym przedstawicielu ze zbioru modeli rownowaznych (np. dlar=0,d=2
oraz r = 0, d = 3 otrzymujemy modele obserwacyjnie rownowazne) i wyklucze-
niu kombinacji niemozliwych (np. » = 0, o # 0) otrzymujemy 344 modele, dla
ktorych przyjeto rowne prawdopodobienstwa a priori, obliczone wedhug sche-
matu zaproponowanego przez Strachana i van Dijka (2007). Ze wzgledu na se-
zonowos$¢ analizowanych danych do kazdego modelu wprowadzono zmienne
sezonowe.
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Tabela 1. Rodzaje trendu i restrykcji odpowiadajace kolejnym warto$ciom indeksow d,

0, oraz e

d=1 @1d1e = r+01t, gadar = 2+82t, W relacjach kointegrujgcych jest trend liniowy, proces xt ma
trend kwadratowy

d=2 |<p1 .d1t = L+t @202t = 2, W relacjach kointegrujacych jest trend liniowy, proces x: ma trend
iniowy

d=3 @1d1t = L, Qadat = L2, relacje kointegrujacej maja niezerowg warto$é oczekiwana, proces x
ma trend liniowy

d=4 @1d1t = L, @adat = 0, relacje kointegrujacej majg niezerowg warto$¢ oczekiwang, proces Xt nie
ma trendu deterministycznego

d=5 @1d1t = 0, @202t = 0, relacje kointegrujacej majq zerowg warto$¢ oczekiwana, proces Xt nie ma
trendu deterministycznego

0=0 brak dodatkowych restrykcji dla przestrzeni kointegrujacej

0=1 jednorodno$¢ w réwnaniu cen

e=0 brak dodatkowych restrykciji dla przestrzeni wspétczynnikéw dostosowan

e=1 staba egzogeniczno$¢ cen importu

Przyjeto nastepujace rozktady a priori: flv ~ MACG(I,,), czyli rozktad jed-
nostajny na rozmaitosci Grassmanna, « |v,r, T ~ mN(0, Vi, ), £ ~ iW(Is, 7),
F|Z,h ~ mN(O, Z, h[5(k.1)+1), VvV~ lG(2, 3), h~ ZG(20, 3),p(M§) = 0,003
Do uzyskania proby z rozktadu a posteriori wykorzystano schemat losowania
Gibbsa zaproponowany przez Koopa, Leon-Gonzaleza i Strachana (2007).

Doktadna analiza modeli, ktore otrzymaty najwyzsze prawdopodobienstwo
a posteriori prowadzi do wniosku, ze badany szereg wielowymiarowyzintegro-
wany stopnia 2, X ~ 1(2), dlatego przed przystapieniem do prognozowania do-
konano transformacji oryginalnych (nominalnych) zmiennych do realnych, t;j.
zastapiono ptace nominalne realnymi (w — p), indeks cen — inflacja (Ap) oraz
indeks cen importu réznica m — p. Transformacja ta jest mozliwa, poniewaz
taczne prawdopodobienstwo a posteriori dla grupy modeli z restrykcja jedno-
rodnosci w réwnaniu cen wynosi 0,564. Wyniki bayesowskiego porownania
modeli dla danych transformowanych zawiera tabela 2.

Tabela 2. Modele o najwyzszym prawdopodobienstwie a posteriori dla danych trans-

formowanych
k d r e P(Mkdr0e)X) logro(P(XMikdro.e))
2 4 1 1 0,460 57,073
1 5 1 0 0,134 56,538
2 5 1 0 0,078 56,303
2 4 1 0 0,047 56,085
1 5 0 0 0,036 55,967

Tabela zawiera modele o prawdopodobienstwie a posteriori nie mniejszym niz 0,03.

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Wykorzystujac, w grupie modeli o prawdopodobienstwie a posteriori nie
nizszym niz 0,03, technike bayesowskiego taczenia wiedzy dokonano prognozy
inflacji oraz stopy bezrobocia na 12 kwartalow poza probg, tj. na lata
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2008 — 2010. Wybrane histogramy tak otrzymanych brzegowych rozktadow
predyktywnych prezentuje wykres 1, natomiast w tabeli 3 zebrano wartosci

oczekiwane oraz odchylenia standardowe (w nawiasach) tych rozktadow.

Tabela 3. Warto$ci oczekiwane oraz odchylenia standardowe (w nawiasach) brzego-

wych rozktadéw predyktywnych

Ap: inflacja
| I 11} v
2008 0,0200 0,0200 0,0086 0,0177
(0,1520) (0,2241) (0,2844) (0,3364)
Warto$ci zrealizowane 0,0149 0,0139 0,0020 0,0060
2009 0,0215 0,0211 0,0095 0,0183
(0,3887) (0,4373) (0,4822) (0,5245)
Wartosci zrealizowane 0,0119
2010 0,0217 0,0212 0,0095 0,0181
(0,5681) (0,6098) (0,6497) (0,6879)
U: stopa bezrobocia
| I 11} v
2008 11,53 10,43 10,17 10,54
(0,517) (0,964) (1,436) (1,922)
Warto$ci zrealizowane 10,9 9,4 8,9 9,5
2009 11,04 10,22 10,17 10,72
(2,435) (2,947) (3,451) (3,944)
Warto$ci zrealizowane 10,7 10,8
2010 11,33 10,60 10,61 11,18
(4,434) (4,913) (5,376) (5,822)

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Punktowa prognoza inflacji znacznie przewyzsza wartosci zrealizowane,
jednak, z powodu duzego bledu ex ante, ktorym jest obarczona, wartosci rze-
czywiste mieszcza si¢ w obszarze wysokiej gestosci prawdopodobienstwa roz-
ktadow predyktywnych. Prognoza punktowa stopy bezrobocia na poziomie war-
tosci oczekiwanej rozktadu predyktywnego rowniez jest wyzsza od zaobserwo-
wanej, jednak 1 w tym przypadku wartosci zrealizowane mieszcza si¢ w obsza-
rze +/- dwoch odchylen standardowych od prognozy punktowe;.

6. PODSUMOWANIE

W niniejszej pracy zaprezentowano zalety bayesowskiego prognozowania
w wektorowych modelach korekty bledu. Pokazano, ze metodologia Bayesow-
ska pozwala na formalne poréwnanie modeli rozniacych si¢ kilkoma cechami
jednoczesnie, a wykorzystujac technike bayesowskiego taczenia wiedzy moze-
my otrzymac prognoze uwzgledniajaca niepewno$¢ zwiazana z tym wyborem.
Wiedza na temat przyszlych warto$ci procesu prezentowana jest za pomoca
rozktadu predyktywnego. Podsumowaniem tej wiedzy moze by¢ podanie mo-
mentow rozktadu.
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Wykres 1. Histogramy wybranych brzegowych rozkladéw predyktywnych po zastoso-
waniu techniki bayesowskiego taczenia wiedzy (czarnym punktem zazna-

czono wartosci zrealizowane)

Zrédto: opracowanie wilasne.

LITERATURA

Chib S. (1995), Marginal likelihood from the Gibbs output, ,,Journal of the American Statistical

Association”, nr 90, 1313-1321.

Engle R.F., Granger C.W.J. (1997), Cointegration and error correction: representation, estima-

tion and testing, ,,Econometrica”, nr 55, 251-276.

Gamerman D. (1997), Marcov Chain Monte Carlo. Stochastic simulation for Bayesian inference,

Chapman and Hall, London.



306 JUSTYNA WROBLEWSKA

Johansen S. (1996), Likelihood-based inference in cointegrated vector auto-regressive models,
New York: Oxford University Press.

Kass R.E., Raftery A.E. (1995), Bayes factors, ,,Journal of the American Statistical Association”
nr 90, 773-795.

Koop G., Ledén-Gonzélez R., Strachan R. (2007), Efficient posterior simulation for cointegrated
models with priors on the cointegration space, Working Paper No. 05/13, University of
Leicester, Department of Economics.

Lutkepohl, H. (2007), New Introduction to Multiple Time Series Analysis. Springer—Verlag, Ber-
lin Heidelberg.

Newton M.A., Raftery A.E. (1994), Approximate Bayesian inference by the weighted likelihood
bootstrap (with discussion), ,,Journal of the Royal Statistical Society”, Ser. B nr 56, 3—48.

Osiewalski J. (2001), Ekonometria bayesowska w zastosowaniach, Wydawnictwo Akademii Eko-
nomicznej w Krakowie, Krakow.

Osiewalski J., Steel M. (1993), 4 Bayesian perspective on model selection (maszynopis), opubli-
kowano w jezyku hiszpanskim: Una perspectiva bayesiana en seleccion de modelos, ,,Cu-
adernos Economicos”, 55/3.

Pajor A. (2003), Procesy zmiennosci stochastycznej SV w bayesowskiej analizie finansowych sze-
regow czasowych, Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej w Krakowie, Krakow.

Strachan R.W., Inder B. (2004), Bayesian analysis of the error correction model, ,,JJournal of
Econometrics”, nr 123, 307-325.

Villani M. (2001), Bayesian prediction with cointegrated vector autoregressions, ,,International
Journal of Forecasting”, nr 17, 585-605.

Zellner A. (1971), An Introduction to Bayesian Inference in Econometrics. J. Wiley, New York.

BAYESIAN PREDICTION IN THE VEC MODELS

Abstract The majority of the observed macroeconomic time series may contain stochastic
trends or unit roots. After the introduction of the conception of the cointegration (which enables
proper modelling of such time series) an enormous development of methods of its analysis can be
observed in classical as well in Bayesian econometrics. The aim of this paper is to present a
Bayesian approach to prediction in the framework of the VEC model. The presented methods will
be applied to the forecast of the Polish inflation and the rate of unemployment preceded by the
analysis of the price — wage mechanism.

K ey w o rd s: cointegration, Bayesian analysis, forecasting, Bayesian model averaging.



